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1. UvOoD

Telefonsko anketiranje sodi med najbolj razsirjene nacine anketiranja. V primerjavi z
osebnim anketiranjem ima veliko prednosti, predvsem nizke stroske, enostavno pokritje
Sirsega geografskega obmocja, manjSe Stevilo potrebnih anketarjev, hitro pridobljene
podatke in rezultate raziskave, moznosti rac¢unalnisko podprtega anketiranja s kompleks-
nimi vprasalniki. Kljub mnogim prednostim se pri samem zbiranju podatkov pojavljajo
razlicne tezave, kot so problem nepokritja nekaterih geografskih obmocij s telefonskimi
prikljucki, vse ve¢ja uporaba mobilne telefonije, nepripravljenost ljudi za sodelovanje
v telefonskih anketah, veliko Stevilo neuspesno kontaktiranih telefonskih stevilk (npr.
zasedena telefonska Stevilka, zvonjenje v prazno).

Pric¢ujoce delo podrobno obravnava problem razporejanja telefonskih klicev, s katerim se
anketarji vsak dan srecujejo pri svojem delu.

Privzeli bomo, da klicanje poteka v ve¢ zaporednih dneh, ki jih bomo imenovali koraki,
na vsakem koraku pa je na voljo ve¢ delovnih izmen (npr. popoldan, zvecer), znotraj
katerih lahko razporedimo klice, in sicer tako, da v prvem koraku poklicemo vse tele-
fonske Stevilke, s katerimi Zelimo v raziskavi vzpostaviti kontakt, v drugem koraku vse
tiste telefonske Stevilke, s katerimi v prvem koraku nismo uspeli vzpostaviti kontakta, v
tretjem koraku zopet vse tiste, s katerimi nismo uspeli vzpostaviti kontakta v drugem
koraku itd. Privzeli bomo tudi, da je na vsakem koraku stevilo klicev, ki jih lahko opra-
vimo v posamezni izmeni, omejeno in znano vnaprej.

Dosedanje raziskave so pokazale, da na uspesnost poskusa vzpostavitve kontakta vpliva
veliko dejavnikov (npr. termini in izidi klicev v predhodnih korakih, stevilo predhodnih
klicev, ¢as, ki je minil od zadnjega poskusa vzpostavitve kontakta), zato je pomembno,
kako so klici na posameznem koraku razporejeni po izmenah.

Anketar bi se lahko samostojno odlo¢il, kako bo razporedil telefonske stevilke. Vsak klic bi
opravil takrat, ko bi pricakoval, da bo najvecja verjetnost kontakta. Ker pa na uspesnost
kontaktiranja vpliva veliko dejavnikov, bi moral anketar, ki bi klice razporejal le na
podlagi izkuSenj in po obcutku, za Zzeljeno stopnjo anketiranja opraviti veliko Stevilo
klicev, saj bi moral neuspesno kontaktirane klice, ki bi jih bilo veliko, veckrat ponoviti.
Tako je smiselno oblikovati strategijo, ki na vsakem koraku omogoca optimalno razpore-
ditev neuspesno kontaktiranih telefonskih klicev po izmenah tako, da bo pri ¢im manjsem
Stevilu opravljenih klicev stevilo uspesno kontaktiranih klicev ¢im vecje. Na tem podrocju
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je bilo v zadnjih desetletjih opravljenih veliko §tudij, v katerih so raziskovalci uporabili
razlicne metode in pristope, vendar je problem Se vedno povsem odprt.

Glavni cilji pricujocega dela so naslednji:

- oblikovati matemati¢ni model za optimalno razporejanje telefonskih klicev, ki
zagotavlja maksimalno pricakovano stevilo uspesno kontaktiranih klicev;

- pokazati, da lahko problem na vsakem koraku zapiSemo kot klasicen transportni
problem linearnega programiranja;

- s pomocjo simulacij preveriti, ¢e je razporejanje telefonskih klicev z oblikovano
optimalno strategijo res ucinkovitejse kot z nakljuénim razporejanjem, ko se anketar
samostojno na podlagi svojih izkusSenj odlo¢i, kdaj bo ponovno poklical telefonsko
stevilko, s katero ni uspel vzpostaviti kontakta.

Za uspes$no reSevanje prakti¢nih problemov je pomemben sistemati¢en pristop, zato je
moje delo potekalo v ve¢ korakih:

- definicija in analiza predmeta preucevanja (razporejanje telefonskih klicev);
- Studij strokovne literature s podroc¢ja telefonskega anketiranja;
- pregled raziskav, ki so bile ze opravljene na podrocju razporejanja telefonskih klicev;

- Studij strokovne literature s podro¢ja operacijskih raziskav s poudarkom na
linearnem programiranju in markovskih odlocitvenih procesih;

- postavitev matemati¢nega modela za razporejanje telefonskih klicev pri telefonskem
anketiranju;

- analiza in evalvacija oblikovanega matemati¢nega modela;

- simulacije razporejanja telefonskih klicev pri telefonskem anketiranju in primerjava
rezultatov.

Zaradi preglednosti je delo zastavljeno v naslednjem vsebinskem zaporedju:

V drugem poglavju je predstavljeno telefonsko anketiranje kot najpogosteje uporabljena
metoda za zbiranje podatkov. Opisane so prednosti in slabosti telefonskega anketiranja
v primerjavi z drugimi nacini anketiranja. Kot poseben problem so izpostavljene tezave
pri vzpostavljanju kontaktov s klicanimi telefonskimi stevilkami, predstavljeni pa so tudi
rezultati dosedanjih raziskav na tem podrocju.

Ker strategija razporejanja telefonskih klicev temelji na operacijskih raziskavah, so v
tretjem poglavju najprej predstavljene operacijske raziskave kot veda, sledi klasifikacija
procesov, omenjene so pomembne zgodovinske prelomnice v razvoju operacijskih raziskav,
na koncu pa so predstavljeni Se koraki operacijskega raziskovanja.
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Cetrto poglavie podrobno opisuje linearno programiranje, ki je ena najpogosteje
uporabljenih metod operacijskih raziskav, Se posebej pa je opisan transportni problem
kot poseben primer linearnega programiranja. Optimalno reSitev linearnega programa
lahko pois¢emo z razlicnimi metodami, v pricujoc¢em delu pa sta brez dokazov predstav-
ljeni graficna metoda, ki jo uporabljamo, kadar v linearnem programu nastopata le dve
spremenljivki, in metoda simpleksov, ki jo je leta 1947 razvil G. B. Dantzig.

V petem poglavju je oblikovan matemati¢ni model za optimalno razporejanje telefonskih
klicev. Za sam proces razporejanja klicev je pokazano, da ga lahko na vsakem koraku
obravnavamo kot markovski odlocitveni proces, katerega optimalno resitev pois¢emo s
transportnim problemom linearnega programiranja. Oblikovani model ne zajema vseh
dejavnikov, ki vplivajo na uspesnost kontaktiranja, zato je na zacetku poglavja privzetih
nekaj predpostavk, ki problem poenostavijo, na koncu poglavja pa je v analizi modela
nakazano, kako bi ga lahko uporabili tudi v bolj kompleksnih situacijah.

Zadnje poglavje je empiri¢ni del, ki zajema simulacijo, s katero je po korakih prikazana
oblikovana optimalna strategija razporejanja telefonskih klicev. Za preverjanje uc¢inkovi-
tosti oblikovane optimalne strategije je narejena Se simulacija nakljuénega razporejanja
telefonskih klicev, ki ustreza anketarjevi samostojni odloc¢itvi, kako bo razporedil klice.

Pri oblikovanju modela se je izkazalo, da je potrebno definirati dve novi matriéni operaciji,
in sicer specificen produkt vektorja z matriko in specificen produkt dveh matrik. Obe
operaciji sta definirani in prikazani v prilogi.
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V poglavju je najprej predstavljeno anketiranje kot raziskovalna metoda in nacini anketi-
ranja, ki se v praksi najpogosteje uporabljajo. Ker je tema pricujocega dela razporejenje
telefonskih klicev, so v nadaljevanju opisane prednosti in slabosti telefonskega anketi-
ranja v primerjavi z ostalimi nacini, posebna pozornost pa je namenjena problematiki
pri razporejanju telefonskih klicev in rezultatom raziskav, ki so bile na tem podroc¢ju ze
opravljene.

2.1 Anketiranje kot raziskovalna metoda

Anketiranje oziroma anketno raziskovanje (angl. survey) je pogosto uporabljana metoda
za zbiranje podatkov na razlicnih podroc¢jih, predvsem v marketinskih, akademskih in
uradnih raziskavah. Zelo znane so socialnopsiholoske in javnomnenjske raziskave, raziskave
trga, medicinske $tudije, raziskave stalis¢, raziskave dosega medijev. Anketiranje, ki poteka
s standardiziranimi vpraSalniki, torej uporabimo, kadar Zelimo pridobiti informacije o
mnenjih, odnosih, namenih in pricakovanjih ljudi ter o dogodkih iz preteklosti in jih ne
moremo pridobiti drugace kot z izprasevanjem ljudi. Pri anketiranju imenujemo ljudi, ki
jih izprasujemo, izpraSanci ali anketiranci, izvajalci ankete pa so anketarji.

Ceprav je anketiranje na videz preprosta metoda za zbiranje podatkov, se moramo
zavedati tudi dejavnikov, ki vplivajo na kakovost in koli¢ino pridobljenih podatkov. Ljudje
pogosto niso pripravljeni odgovarjati na anketna vprasanja, ker ne zaupajo svojih
podatkov ali pa je zZe prevelika zasicenost z anketami na posameznih podro¢jih. Prav
tako niso pripravljeni sodelovati, ¢e so jih prepogosto nadlegovali s telefonsko prodajo ali
prodajo po terenu. Poseben problem nastopi, kadar ljudje ne poznajo podrocja, ki se ga
raziskuje, in je med odgovori veliko odgovorov tipa ‘ne vem’ ali ‘ne poznam’, lahko pa si
tudi drugace razlagajo vpraSanja, kot si jih je zamislil raziskovalec, in so zato podatki,
ki nam jih podajo, slabse kakovosti ali napa¢ni. Lahko pa se zgodi, da ljudje namerno
zavajajo raziskovalce s podajanjem napacnih odgovorov. Kljub temu, da je tezko
ugotoviti, kdaj pride do taksnih situacij, je anketiranje Se vedno glavna metoda za
pridobivanje informacij (Dimovski, Pengar in Skerlavaj [5]).

Pri anketiranju je poleg dolocitve ciljev raziskave pomembno natanéno definirati ciljno
populacijo, ki je mnozica vseh enot, ki jih Zelimo proucevati. Zbiranje podatkov od vseh
enot populacije je zaradi njene velikosti ponavadi zelo drago, pogosto celo nemogoce ali pa
zahteva veliko ¢asa, zato izvedemo raziskavo le na delu populacije, ki ga imenujemo vzorec.
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Pri izbiri enot v vzorec je zelo pomembno zagotoviti slu¢ajnost izbora enot iz populacije,
pri cemer lo¢imo verjetnostne vzorce, pri katerih ima vsaka enota populacije vnaprej
znano in nenicelno verjetnost, da se pojavi v vzorcu, in neverjetnostne vzorce, pri katerih
ta pogoj ni izpolnjen. Za statisticno sklepanje, kot so preverjanje domnev o parametrih
in o njihovih porazdelitvah ali za dolo¢evanje intervalov zaupanja parametrov populacije,
je nujno zagotoviti verjetnostne vzorce. V praksi se je uveljavilo ve¢ ucinkovitih tehnik
verjetnostnega vzorcéenja, najpogosteje pa se uporabljajo sistemati¢no vzorcenje, strati-
fikacija, vecstopenjsko vzorcenje in vzoréenje z verjetnostjo, ki je sorazmerna velikosti
enot (Kalton in Vehovar [17]).

2.2 Nacini anketiranja

Anketiranje, kot metodo za zbiranje podatkov, bi lahko definirali na ve¢ razliénih na¢inov.
V Statistiénem terminoloskem slovarju [18] je definirano kot “statisticno opazovanje na
podlagi vnaprej pripravljenih vprasanj navadno pri izbranih osebah, npr. osebno, postno,
telefonsko, racunalnisko anketiranje ali kombinacija veé nacinov zbiranja podatkov”.

Iz definicije lahko razberemo, da obstaja ve¢ razliénih nacinov anketiranja. Najpogosteje
uporabljeni nacini so:

- Osebno anketiranje (angl. face-to-face), pri katerem anketar obisce anketiranca
na njegovem domu, ga osebno izpraSa in zapiSe njegove odgovore. Pri osebnem
anketiranju je anketar vedno prisoten, kar pomeni, da je z anketirancem vzpostavljen
direktni kontakt.

- Telefonsko anketiranje, pri katerem anketar poklice anketiranca po telefonu,
mu postavlja anketna vprasanja in zapisuje njegove odgovore. Anketar anketiranca
izpraSa torej indirektno, ker ni osebno prisoten.

- Postno anketiranje, pri katerem anketiranec prejeme vprasalnik v tiskani obliki
z obic¢ajno posto ali v elektronski obliki po elektronski posti. Izpolnjeni vprasalnik
anketiranec vrne na enak nacin, kot ga je prejel. Anketiranec izpolnjuje anketni
vpragalnik samostojno, brez pomoci anketarja, kar imenujemo samoanketiranje.

- Spletno anketiranje (angl. web surveys), pri katerem je anketni vprasalnik
objavljen na spletni strani, anketiranci pa do njega dostopajo s klikom na povezavo
do njegovega spletnega naslova in ga izpolnijo, ¢e zelijo. Tudi ta nacin anketiranja
sodi med samoanketiranje.

- MeSan nacin anketiranja, pri katerem lahko kombiniramo dva ali tri nacine anke-
tiranja, lahko tudi ve¢. Najpogosteje srecamo meSan nacin pri panelnih raziskavah,
pri katerih se na istih vzorénih enotah opravi ista anketa v ve¢ih zaporednih ¢asovnih
obdobjih. Tako se prvo izvajanje ankete opravi osebno, vsa naslednja pa
ponavadi telefonsko. Lahko bi nasli tudi primere, pri katerih bi uporabili kombinacijo
telefonske in postne ankete ipd.
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V zadnjih tridesetih letih so telefonsko, osebno in postno anketiranje podprli z ra¢unalnisko
tehnologijo (Biemer in Lyberg [1]). Telefonsko anketiranje s pomoéjo rac¢unalnika (angl.
Computer Assisted Telephone Interviewing - CATI) in osebno anketiranje s pomocjo
racunalnika (angl. Computer Assisted Personal Interviewing - CAPI) potekata s pomocjo
elektronsko oblikovanega anketnega vprasalnika tako, da anketar bere vpraSanja in sproti
vnasa odgovore v racunalnik, kar omogoca hitro zbiranje in obdelavo podatkov. Vprasalniki
so popolnoma avtomatizirani, ker lahko Ze vnaprej definiramo vse preskoke in sklope,
na katere odgovarjajo posamezni anketiranci. Pri poStnem anketiranju je racunalnisko
podporo mogoce izkoristiti s poSiljanjem anketnih vprasalnikov po elektronski posti ali
na disketi z obi¢ajno posto. Poleg opisanih nac¢inov anketiranja se vse pogosteje uporab-
ljajo tudi spletne ankete, ki omogocajo uporabo grafi¢nih in multimedijskih dodatkov pri
oblikovanju anketnega vpraSalnika. Spletne ankete objavljajo na svojih spletnih straneh
razlicne organizacije in podjetja, ki jih zanima mnenje ljudi, ki so hote ali nehote prisli
na njihovo spletno stran, zato ne moremo govoriti o verjetnostnih vzorcih. Anketirance
lahko povabimo k sodelovanju v spletnih anketah tudi s sporocilom po elektronski posti,
vendar le, ¢e so ze prej privolili v sodelovanje v tovrstnih anketah.

Uspesnost anketiranja merimo z razlicnimi kazalci, za katere potrebujemo natancne
definicije. V nadaljevanju bomo potrebovali predvsem pojme stopnja odgovorov, stop-
nja kontaktiranja in stopnja sodelovanja, katerih definicije bomo povzeli po Ameriskem
zdruzenju javnomnengjskih raziskav - AAPOR [28]:

- stopnja odgovorov je razmerje med Stevilom enot z odgovori (enote, ki so izpolnile
vprasalnik - respondenti) in $tevilom vseh ustreznih enot iz vzorca,

- stopnja kontaktiranja je razmerje med stevilom kontaktiranih enot in Stevilom vseh
ustreznih enot iz vzorca,

- stopnja sodelovanja je razmerje med Stevilom enot z odgovori in Stevilom kontakti-
ranih enot.

2.3 Prednosti in slabosti telefonskega anketiranja

Telefonsko anketiranje je, zaradi Stevilnih prednosti v primerjavi z ostalimi nac¢ini anketi-
ranja, najpogosteje uporabljana oblika anketiranja. Med vsemi prednostmi velja posebej
izpostaviti naslednje:

- Stroski telefonskega anketiranja so veliko nizji kot pri osebnem anketiranju in so
nekoliko visji kot pri postnem ali spletnem anketiranju, ki veljata za najcenejsa
nacina anketiranja. Pri osebnem anketiranju velik del skupnih stroskov predstavljajo
potni stroski anketarjev.

- Pokriti je mogoce SirSe geografsko obmocje kot pri osebnem anketiranju brez vecjega
porasta stroskov.

- Potrebnih je manj anketarjev kot pri osebnem anketiranju, ki so lahko zato bolj
usposobljeni. S poslusanjem in snemanjem telefonskih pogovorov je omogocena
ucinkovita kontrola dela anketarjev.
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- Podatki so zbrani in obdelani hitreje kot pri osebnem anketiranju, pri katerem
vecji del casa predstavlja potovanje anketarja do anketiranca, ali kot pri poStnem
anketiranju, pri katerem je potrebno veliko Casa, da anketiranec prejme posto,
izpolni vpragalnik in ga poslje nazaj.

- Obicajno je dosezena viSja stopnja odgovorov na vpraSanja, ki se nanaSajo na
obcutljive teme, kot so alkoholizem, droge, spolnost, kot pri osebnem anketiranju,
ker je anketirancem nelagodno odgovarjati osebno. Najvisjo stopnjo odgovorov na
obcutljiva vprasanja dobimo pri samoanketiranju (npr. postne ali spletne ankete).

- Vpliv anketarja na odgovore anketiranca je pri telefonskem anketiranju manjsi kot
pri osebnem anketiranju, pri katerih lahko anketar vpliva na odgovore anketiranca
s svojim obnaSanjem in mimiko, pri telefonskem anketiranju pa je vpliv zaradi
indirektnega kontakta anketarja z anketirancem manjs$i. Tudi v tem primeru so
postne ali spletne ankete primernjese.

Kljub pomembnim prednostim telefonskega anketiranja v primerjavi z ostalimi nacini
anketiranja ima le-to tudi pomanjkljivosti:

- Pri telefonskem anketiranju je ponavadi dosezena nizja stopnja odzivnosti kot pri
osebnem anketiranju, saj ljudje tezje zavrnejo osebni kot telefonski pogovor, ko
preprosto odlozijo slusalko, in vi§ja odzivnost kot pri postnem anketiranju, ko ljudje
ankete ne izpolnijo in jo vrzejo v kos.

- Pri telefonskem anketiranju ni mogoce uporabljati vizualnih pripomockov kot so
slike, zemljevidi in grafikoni, kar pomeni manjso prilagodljivost kot pri osebnem,
postnem ali spletnem anketiranju.

- Pri telefonskem anketiranju morajo biti vpraSanja preprosta, ne smejo ponujati
prevec alternativ, ker si jih anketiranec ne zapomni. Pojavlja se ve¢ odgovorov tipa
‘ne vem’ ali ‘brez odgovora’ kot pri osebnem anketiranju.

- Pri telefonskem anketiranju morajo biti anketni vprasalniki ¢asovno krajsi (do 30
minut), pri osebnem ali poStnem anketiranju pa lahko trajajo tudi uro ali vec.

- Vse vec¢ ljudi uporablja avtomatske telefonske tajnice ter kontrolo vhodnih stevilk,
zato je pogosto tezko vzpostaviti kontakt s klicano osebo. Zaradi porasta telefonske
prodaje veliko ljudi ne dovoli objave svoje telefonske Stevilke v imenikih. Prav tako
je tezava, ¢e imeniki niso sproti azurirani, ker v njih nastopa mnogo telefonskih
stevilk, ki niso ve¢ v uporabi, nove telefonske Stevilke pa Se niso vneSene.
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2.4 Predstavitev problematike pri razporejanju
telefonskih klicev

Kot je bilo ze omenjeno, je pri anketnem raziskovanju zelo pomembno zagotoviti verjetno-
stne vzorce, pri katerih ima vsaka enota populacije vnaprej znano in nenic¢elno verjetnost,
da se pojavi v vzorcu. Pri telefonskem anketiranju telefonske Stevilke pripadajo gospo-
dinjstvom in ne posameznim osebam. Ce Zelimo opraviti anketo z eno od oseb gospo-
dinjstva, potem moramo najprej poklicati gospodinjstvo, nato pa znotraj gospodinjstva na
ustrezen nacin izbrati osebo, ki jo zelimo anketirati (npr. metoda zadnjega rojstnega dne,
Kishev postopek). Vzoréni okvir pri telefonskem anketiranju zato vedno vsebuje skupine
oseb, razen v primeru enoclanskih gospodinjstev, ki pa jih je zelo malo. V nadaljevanju
bomo s pojmom enota oznacili telefonsko stevilko, oseba pa bo ¢lan gospodinjstva.

Pri telefonskem anketiranju imajo vsi vzorci gospodinjstev enako verjetnost za izbor
in prav tako vsako gospodinjstvo. Vzorci gospodinjstev torej ustrezajo pogojem SRS
vzorcenja (angl. Simple Random Sampling) in s tem tudi EPSEM vzorcenju (angl. Equal
Probability Selection Method). Tega pa ne moremo trditi za vzorce oseb. Vzorci oseb niso
SRS vzorci, ker ne morejo biti v vzorec izbrane vse osebe istega gospodinjstva. Prav tako
vzorci oseb niso EPSEM vzorci, ker so gospodinjstva razlicno velika in imajo osebe v
razliécno velikih gospodinjstvih razlicne verjetnosti za izbor v vzorec.

Za slucajni izbor telefonskih Stevilk obstaja ve¢ moznosti. Vzoréimo lahko iz tiskanih
ali elektronskih telefonskih imenikov ter z racunalniskim sluc¢ajnim izborom telefonskih
stevilk (angl. Random Digit Dialing - RDD), s sistemom vnaprej$nje izbire (angl. predic-
tive dialing), ko racunalnik izbere telefonsko stevilko, pocaka, da klicani dvigne slusalko,
in ga Sele nato poveze z anketarjem. Vsak od nac¢inov izbire slucajnega vzorca ima
prednosti in slabosti.

Ne glede na to, kako je bil izbran vzorec, Zelimo pri telefonskih anketah doseci ¢im visjo
stopnjo kontaktiranja in ¢im visjo stopnjo odgovorov, da bi bila koli¢ina zbranih podatkov
¢im vecja. Prvi korak, ki je potreben za kakovostno telefonsko anketiranje, je oblikovanje
ustreznega vzorcénega okvirja, s katerim identificiramo enote ciljne populacije. Vzoréni
okvir mora vkljucevati le ustrezne enote za raziskavo, zgodi pa se, da se razlikuje od ciljne
populacije iz ve¢ razlogov. Med njimi naj omenimo podvojene zapise enot populacije,
manjkajoce elemente populacije in neustrezne enote.

1. Manjkajoce enote populacije v vzorénem okvirju so enote, ki jih iz razli¢nih razlogov
ni v vzorénem okvirju. Pri telefonskem anketiranju obstaja ve¢ razlogov, kot so:

- gospodinjstva brez telefona,
- gospodinjstva, ki imajo le mobilni telefon,

- tajne Stevilke, ¢e vzorc¢imo iz telefonskega imenika.

Gospodinjstev brez telefona je zelo malo, zato je pristranskost ocen zaradi teh
manjkajoc¢ih podatkov ponavadi zanemarljiva, razen v posebnih primerih, na katere
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moramo biti pozorni (npr. vprasanja o modemskem dostopu do interneta). V
prihodnosti lahko pricakujemo Siritev mobilne telefonije, ko bo vse ve¢ gospodinjstev,
ki bodo imela le mobilni telefon, prav tako pa se pojavlja vse vecje Stevilo tajnih
stevilk.

2. Podvojeni zapisi v vzorénih okvirjih so enote, ki se pojavijo veckrat. Pri telefonskem
anketiranju se pojavijo podvojeni zapisi, ¢e

- ima gospodinjstvo vec telefonskih stevilk,

- imajo osebe poleg stalnega prebivalis¢a tudi zacasno prebivalisce.

Ce ima gospodinjstvo ve¢ telefonskih stevilk, ima vejo verjetnost za izbor v vzorec.
Prav tako ima oseba, ki ima poleg stalnega tudi zacasno prebivalis¢e, vecjo verjetnost
za izbor v vzorec, ¢e ima na obeh naslovih prijavljeno telefonsko stevilko. Idealno bi
bilo, ¢e bi lahko vnaprej identificirali enote ter izlocili tiste, ki se ponavljajo, vendar
je v praktiénih situacijah to zelo drago ali pa neizvedljivo. Druga moznost je, da
sprejmemo vse podvojene zapise, nato pa uporabimo utezevanje ali pa jih preprosto
ne obravnavamo, e jih je zelo malo.

3. Poseben problem pri telefonskem anketiranju predstavljajo neustrezne enote, kot
s0:

- nezasedene telefonske stevilke,
- napacne telefonske stevilke,
- poslovne in druge nereziden¢ne Stevilke,

- prazne telefonske Stevilke, ker se je gospodinjstvo odselilo in ni odjavilo
telefona,

- nedelujoce telefonske stevilke.

Najve¢ neustreznih telefonskih stevilk dobimo pri vzoréenju s slu¢ajnim generira-
njem telefonskih stevilk. Njihovo stevilo lahko zmanjsamo z vnaprejsnjo kontrolo
aktivnosti Stevilke. Ce vzorec vsebuje neustrezno enoto, jo preprosto izpustimo,
kar povzro¢i zmanjSanje velikosti vzorca, zato moramo zZe pri nacrtovanju vzorca
predvideti to moznost in izbrati vecji vzorec.

Vzoréni okvir naj bi vseboval le ustrezne enote, vendar to Se ne zagotavlja, da bomo v tele-
fonski anketi uspeli pridobiti podatke od vseh oseb, ki jih Zelimo anketirati. Glavno tezavo
predstavlja vzpostavljanje kontaktov s klicanimi telefonskim stevilkami. V nadaljevanju
jih bomo razdelili na uspesno in na neuspesno kontaktirane telefonske stevilke.

1. Po uspesno vzpostavljenem kontaktu s klicano telefonsko stevilko izberemo ustrezno
osebo gospodinjstva. Izbrana oseba lahko sodeluje v anketi ali pa ne. Osebe, ki
sodelujejo v anketi, imenujemo respondente, ki lahko odgovorijo na vsa vprasanja v
anketi ali pa le na nekatera, ce:

- anketiranje iz razliénih razlogov prekinejo (npr. predolg vprasalnik),
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- ne odgovorijo na manjse Stevilo vprasanj (npr. na ob¢utljiva vprasanja).

Druga kategorija uspeSno kontaktiranih oseb so osebe, ki so anketiranje v celoti
zavrnile, ker:

- ne zelijo sodelovati v anketi nacelno ali zaradi vsebine vprasalnika,
- ne morejo odgovarjati zaradi bolezni ali zaradi nerazumevanja jezika,

- nimajo ¢asa odgovarjati.

Ker je koli¢ina pridobljenih podatkov pomembna za raziskavo, se uporabljajo
razliéni nacini za preprecevanje ali zmanjsevanje zgoraj opisanih neodgovorov. Ce
anketiranec ne zZeli sodelovati v anketi ali jo zeli pred¢asno prekiniti, je naloga
anketarja, da poskusSa prepricati anketiranca k odgovarjanju. Pri tem lahko poudarja
pomembnost raziskave, SirSo druzbeno korist ter zagotovi anonimnost in zaupnost
podatkov. V nakaterih raziskavah so anketirance nagradili za sodelovanje z
razlicnimi manj$imi nagradami. Kadar je prvi anketar neuspeSen, lahko ponovno
poskusi opraviti anketo drugi, bolj specializiran anketar. Za uspeSnost ankete je
dobro, ¢e so na zaCetku bolj preprosta vprasanja, da anketiranec razgovora ne
prekine predc¢asno. Kadar oseba nima c¢asa odgovarjati, se anketar poskusa dogo-
voriti za drug termin. Pogosto se zgodi, da iskane osebe ni doma in se je oglasila
druga oseba. V takem primeru se anketar poskusa dogovoriti za termin, ko bo iskana
oseba doma.

2. Neuspesno kontaktirane telefonske Stevilke predstavljajo pri telefonskih anketah
velik problem. Najpogostejsi razlogi so:

- zvonjenje v prazno, ko nihée ne dvigne telefonske slusalke, ker nikogar ni doma,
- okvarjen telefonski aparat,
- odlozena telefonska slusalka,

- trenutno izkljucen telefonski aparat zaradi daljse odsotnosti (dopust), zaradi
zascite pred udarom strele ali zaradi ponavljajocih se vsiljivih klicev,

- zasedena telefonska Stevilka, ker ravno ta trenutek nekdo govori po telefonu ali
pa imajo prikljucen internet,
- vkljucena telefonska tajnica, ker nikogar ni doma,

- vkljucen faks, oglasi se znacilen signal.

Poleg tega so poskusi kontaktiranja neuspesni tudi, ¢e poklicemo neustrezne enote,
ki so bile ze opisane. Vse neuspesno kontaktirane telefonske Stevilke, razen neustre-
znih, je potrebno ponovno poklicati in poskuSati opraviti anketo, pri ¢emer se
postavlja vprasanje, kdaj ponovno poklicati, da bi bilo Stevilo neuspesnih poskusov
kontaktiranja ¢im manjSe, saj ti poskusi pomenijo porabo ¢asa in denarja. V ta
namen je potrebno oblikovati strategijo, s pomocjo katere bi optimalno razporedili
telefonske klice tako, da bi bila stopnja kontaktiranja ¢im visja. Ravno na tem po-
drocju je bilo v zadnjih desetletjih opravljenih veliko Studij, v katerih so raziskovalci
uporabili razlicne metode in pristope, vendar je problem Se vedno povsem odprt.
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2.4.1 Pregled rezultatov dosedanjih raziskav na podro¢ju
razporejanja telefonskih klicev

V nadaljevanju se bomo omejili le na telefonsko anketiranje, ¢eprav se nekatere opisane
tezave pojavljajo tudi pri drugih na¢inih anketiranja, predvsem pri osebnem.

Ce v zasnovi telefonskega anketiranja ni predvidena strategija za razporejanje klicev,
je odlocitev, kdaj prvi¢ poklicati telefonsko stevilko in kdaj ponovno poklicati neuspesno
kontaktirano Stevilko, prepuSéena anketarjem samim. Ti poskuSajo izbrati ustrezen
termin za prvi oziroma ponovni klic na slepo ali na podlagi svojih izkuSenj. Ker anketarji
ne uspejo upostevati vseh dejavnikov, ki pomembno vplivajo na uspesnost kontaktiranja,
se pojavlja veliko stevilo neuspesno kontaktiranih stevilk.

Biemer in Lyberg [1] sta v svojem delu povzela rezultate raziskave Swires-Henneseyja in
Drakea [26], ki sta pokazala, da v praksi anketarji ponovijo klice najveckrat med tednom,
potem pa nadaljujejo Cez vikend, ¢e so bili med tednom neuspesni, kar se ni izkazalo
za uspesno strategijo. UspeSne strategije temeljijo na dejstvu, da je potrebno klicanje
ponoviti takrat, ko so klicane osebe najverjetneje dosegljive.

Veliko raziskav se je osredotocilo na oblikovanje strategije na podlagi terminov klicev.
Tako sta Gulati in Malcom [12] pokazala, da je uspesnost kontaktiranja odvisna od veé
dejavnikov, predvsem pa je odlo¢ujo¢ termin klica. Pri izbiri termina prvega ali ponovnega
klica nastopi tezava, saj je ravno takrat, ko je na voljo najve¢ anketarjev, doma najmanj
ljudi in je verjetnost uspesnega kontaktiranja najmanjsa.

Biemer in Lyberg [1] se v svojem delu sklicujeta na Kulka in Weeksa [19], ki sta pri
oblikovanju strategije treh ponovljenih klicev, ¢e prej ni bilo uspeha, upostevala pogojne
verjetnosti glede na termine in izide predhodnih klicev, in ugotovila, da so najboljse
kombinacije terminov klicev naslednje:

- delovni dan zvecer, nedelja, nedelja,
- nedelja, delovni dan zvecer, delovni dan zvecer,
- nedelja, delovni dan zvecer, delovni dan zjutraj.
Kot slabe kombinacije pa so se izkazale naslednje:
- delovni dan popoldne, delovni dan popoldne, delovni dan popoldne,
- delovni dan popoldne, delovni dan zjutraj, delovni dan zjutraj.

Anketarjem bi se opisani slabi kombinaciji morda zdeli primerni za uporabo, zato je
smiselno izvesti Studije in simulacije, s katerimi izlo¢imo na videz dobre resitve. Avtorja
predlagata, da v primeru, ko ni dovolj ¢asa ali moznosti za izdelavo optimalne strategije,
anketarji opravijo ¢im vec klicev ob delovnih dneh zvecer ali ¢ez vikend.

15



2. Telefonsko anketiranje

Gulati in Malcom [12] sta predstavila problematiko pri razporejanju telefonskih klicev
marketinske agencije, ki terja svoje stranke zaradi neplacanih obveznosti. Avtorja sta
predstavila primerjavo treh metod, vsakokrat pa sta privzela tri mozne izide:

- uspesno kontaktiran klic, ko se je klicani oglasil na telefon pri prvem poskusu,

- neuspesno kontaktiran klic, ko se je na telefon oglasila druga oseba, klicani pa ni bil
dosegljiv,

- nihce se ni oglasil ali pa je se je oglasila avtomatska telefonska tajnica.
Metode, ki so bile uporabljene pri simulaciji, so:

- Hevristiéna metoda, ki temelji na izkuSnjah menedzmenta in je zelo enostavna za
uporabo. Klice, ki jih je zelela agencija opraviti dolo¢en dan, so razporedili v ranzirno
vrsto glede na koli¢ino denarja, ki jo stranka dolguje agenciji.

- Paketno optimiranje, pri katerem so naredili optimalni seznam klicev na zacetku
vsakega novega delovnega dne, pri ¢emer sta avtorja privzela 16-urni delovnik
anketarjev. Metoda temelji na linearnem programiranju.

- Dinamic¢no optimiranje, pri katerem so naredili reoptimizacijo seznama potrebnih
klicev na zacetku vsake naslednje delovne ure anketarjev, in prav tako temelji na
linearnem programiranju.

Rezultati simulacije so pokazali, da sta bili paketna in dinami¢na metoda veliko bolj
ucinkoviti kot hevristi¢éna metoda, pri kateri je bilo potrebno opraviti veliko ve¢ poskusov
klicev, med njimi pa je bilo malo uspesno kontaktiranih.

Najve¢ raziskav in najve¢ uporabnih rezultatov na podro¢ju optimalnega razporejanja
telefonskih klicev, kar sem jih uspela pregledati, sta podali S. Lynne Stokes in Betsy S.
Greenberg v delih [25] in [9]. Podrobno sta predstavili rezultate najpomembnejsih raziskav
do leta 1990:

- Falthzik [7], Weber in Burt [30] ter Weeks in drugi [31] so se ukvarjali z vprasanjem,
kdaj poklicati prvi¢, da bo verjetnost uspesnega kontaktiranja najvecja.

- Groves in Kahn [10] sta pokazala, da verjetnost za uspesno kontaktiranje pada z
narascajocim Stevilom ponovljenih klicev.

- Weeks in drugi [32] so razsirili raziskave na vpliv termina prvega in drugega klica na
izid drugega klica ter s tem pokazali, da je termin klica dobra napovedna
spremenljivka za uspesnost kontaktiranja in zakljucili, da je optimalno, ¢e se drugi
klic opravi ¢ez teden zvecer ali ¢ez vikend. Slabost te strategije je, kot so ugotovili
ze avtorji, da ne uposteva kapacitet anketarjev.

- Warde [29] se je ukvarjal z vprasanjem, kako dolgo pocakati, preden ponovno
poklicati, ¢e se ni nihée oglasil, in kako dolgo pocakati, Ce je bila telefonska Stevilka
zasedena.
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V [25] sta podrobno predstavili razli¢ne dejavnike, ki vplivajo na uspesnost kontaktiranja,
ter jih uporabili pri ocenjevanju verjetnosti za uspesno kontaktiranje z logisti¢no regresijo.
Za pomembne napovedne spremenljivke so se izkazale spremenljivke: Stevilo predhodnih
klicev, ¢as klica, ¢as od zadnjega klica ter izid zadnjega klica.

V [9] sta pokazali, da lahko problem razporejanja telefonskih klicev opisemo z markovskim
odlo¢itvenim procesom (MOP). Vsako stanje v procesu vklju¢uje podatke o terminih in
izidih v predhodnih poskusih kontaktiranja in preostali ¢as do konca ankete. Odlocitev,
ki jo v procesu sprejememo, je izbor termina za ponovni poskus klica, ki je bil pred-
hodno neuspesno kontaktiran. Privzeli sta, da se vsakokrat, ko se klic kon¢a z intervjujem
ali pa se iztete Cas anketiranja, proces zacne znova. Cilj optimizacije je minimizacija
pricakovanega Stevila potrebnih telefonskih klicev za kontaktiranje v telefonski anketi z
RDD vzoréenjem. Izkazalo se je, da je enakovredno maksimizirati delez opravljenih inter-
vjujev na klic. Privzeli sta, da anketiranje poteka v omejenem ¢asu, in poiskali ravnovesno
porazdelitev MOP, ki podaja razporeditev klicev, z linearnim programiranjem.

Osnovna izhodisca in ideje za oblikovanje matemati¢nega modela za optimalno razpore-
janje telefonskih klicev v pricujo¢em delu so povzeta po Kvedru in Vehovarju [20], ki bodo
podrobneje predstavljene v nadaljevanju. Naj povem vnaprej, da je strategija podobna
strategiji, ki sta jo uporabili S. Lynne Stokes in Betsy S. Greenberg v [9], vendar je
privzetih nekaj druga¢nih predpostavk.
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Strategija razporejanja telefonskih klicev temelji na operacijskih raziskavah, zato so v tem
poglavju najprej predstavljene operacijske raziskave kot veda, predstavljena je
klasifikacija procesov, ki jih lahko obravnavamo z operacijskimi raziskavami, podrobno
je opisan markovski odloc¢itveni proces, omenjene so pomembne zgodovinske prelomnice v
razvoju operacijskih raziskav, na koncu pa so predstavljeni Se koraki operacijskega razisko-
vanja, ki bodo uporabljeni v nalogi.

3.1 Operacijske raziskave kot veda

Operacijske raziskave se ukvarjajo z oblikovanjem teoreti¢nih oziroma matematic¢nih
modelov, s katerimi je mogoce opisati in predstaviti realne probleme na razli¢nih
podrocjih, in z iskanjem njihovih optimalnih (najboljsih) resitev. Zaradi svoje kvantita-
tivne narave so se izkazale kot nepogresljivo orodje pri razresevanju optimizacijskih pro-
blemov v industriji, transportu, medicini, druzboslovju, vojski, najpogosteje pa sre¢amo
njihovo uporabo pri poslovnem odlo¢anju. Zaradi kompleksnosti in prepletenosti realnih
problemov sodelujejo pri oblikovanju njihovih matemati¢nih modelov strokovnjaki raz-
licnih podrocij, najpogosteje matematiki, ekonomisti, statistiki, racunalnicarji, kar uvrsca
operacijske raziskave med interdisciplinarne vede. Tako sta npr. statistika in operacijske
raziskave kot vedi zelo povezani. Statisticne metode se uporabljajo za zbiranje podatkov in
ocenjevanje parametrov modelov operacijskih raziskav, operacijske raziskave pa resujejo
optimizacijske probleme statistike. Pogosto je med njima tezko postaviti lo¢nico.

Metode operacijskih raziskav temeljijo na matematicnih znanjih, predvsem na algebri,
analizi, verjetnostnem racunu in statistiki. V preteklih letih je bilo zaradi potreb na
razlicnih podrocjih, predvsem pri poslovnem odloc¢anju, oblikovanih veliko metod, ki so
se izkazale za zelo ucinkovite, vendar zaradi neprestanega razvoja gospodarstva in drugih
podrocij vedno znova naletimo na probleme, za katere modeli Se niso bili oblikovani, kar
predstavlja nove izzive strokovnjakom. Operacijske raziskave so tako veda, ki se Se danes
razvija, in je po drugi svetovni vojni dozivela najvecji razmah. Sirsa uporaba zmogljivih
racunalnikov in programske opreme je omogocila in olajSala reSevanje velikih sistemov
enacb in neenacb ter izvajanje razlicnih simulacij procesov, v katerih nastopajo slucajni
vplivi, kar je operacijske raziskave priblizalo uporabnikom na vseh nivojih.

Kljub stevilnim raziskavam in literaturi se operacijske raziskave v praksi e vedno prevec
redko uporabljajo, ker ljudje zaradi nepoznavanja metod ne zaupajo njihovim rezultatom,
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Ceprav se s problemi optimizacije nevede srecujemo tudi v vsakdanjem zivljenju. Preprost
primer je jutranje planiranje dnevnih obveznosti. Najprej v mislih sestavimo seznam vseh
obveznosti, nato pa se na podlagi njihovih prioritet odlo¢imo, v kakSnem vrstnem redu
jih bomo opravili. Cez dan se lahko zgodi nepri¢akovan dogodek, ki porusi zjutraj sestav-
ljen plan, zato moramo obveznosti, ki jih Se nismo uspeli realizirati, ponovno optimalno
razporediti.

Celotno poglavje je povzeto po literaturi [4], [6], [8], [13], [14], [21], [34], [35].

3.2 Kilasifikacija procesov

Procese, katerih optimalno resitev is¢emo, lahko klasificiramo po razli¢nih kriterijih. Grobo
bi jih lahko razdelili v dve skupini, in sicer glede na

- ¢asovno odvisnost: stati¢ne in dinamic¢ne,

- stopnjo opredeljenosti: deterministi¢ne in stohasti¢ne.

3.2.1 Staticni in dinamicni procesi

Statiéni procesi se ne spreminjajo s casom. Pogosto jih obravanavamo kot procese, ki
se zgodijo v dolotenem trenutku oziroma v enem koraku. Njihove optimalne resitve
lahko iS¢emo na razlicne nacine. Najbolj znane so tehnike matematicnega programi-
ranja, s katerimi reSujemo probleme, ki jih lahko zapiSemo kot vezane ekstreme, pri
katerih i3¢emo ekstrem (minimum ali maksimum) t.i. ciljne funkcije neodvisnih odlo¢i-
tvenih spremenljivk, ki zadoS¢ajo Se dodatnemu sistemu omejitvenih enacb ali neenacb.
Vezane ekstreme resujemo z metodami infinitizimalnega ra¢una, najpogosteje uporabljena
pa je Lagrangeova metoda multiplikatorjev. Glede na lastnosti ciljne funkcije, sistema
omejitvenih enacb in neenacb ter odlocitvenih spremenljivk lo¢imo tri skupine matema-
ti¢nega programiranja:

- Linearno programiranje, ki je ena najpopularnejSih metod operacijskih raziskav.
Ciljna funkcija je linearna funkcija zveznih odlo¢itvenih spremenljivk in prav tako
sistem omejitvenih enacb in neenacb. Podrobneje bo linearno programiranje
predstavljeno v naslednjem poglavju.

- Celostevilsko linearno programiranje, pri katerem lahko odlo¢itvene spremenljivke
zavzamejo le celostevilske vrednosti.

- Nelinearno programiranje, ki ga uporabljamo takrat, ko se izkaze, da ciljna funkcija
ali sistem omejitvenih enac¢b in neenacb niso linearne funkcije odloc¢itvenih spre-
menljivk.

Dinamiéni procesi se spreminjajo s ¢asom, ki je lahko zvezna ali diskretna spremenljivka.
Ce je cas diskretna spremenljivka, obravnavamo dinami¢ni proces kot ve¢fazni proces, pri
katerem moramo na zacetku vsake faze postaviti dolo¢eno odlocitev, ki vpliva na odlocitve
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v nadaljnjih fazah. ReSitev dinami¢nega procesa je zaporedje odlocitev, ki daje, glede
na izbrani kriterij, optimalne rezultate. Optimalno resitev lahko iS¢emo retrogradno ali
progresivno.

3.2.2 Deterministi¢ni in stohasti¢ni procesi

V deterministi¢nih procesih, ki so lahko dinami¢ni ali stati¢ni, je posledica natanko
dolo¢ena z odloc¢itvijo, ki jo v procesu sprejmemo. Vsi podatki in odloCitve so podani
z gotovostjo, kar pomeni, da velja vzrotno-posledi¢na zveza: ob enakih podatkih dobimo
vedno enake rezultate.

Stohasti¢en proces je dinamicen proces, v katerem nastopajo slu¢ajni vplivi, ki jih lahko
opiSemo z druzino slucajnih spremenljivk X;, definiranih za vrednost parametra t iz
mnozice parametrov 7. Parametri so lahko razlicne koli¢ine, v nadaljevanju pa bomo
privzeli, da je parameter t cas, ki je lahko diskreten ali zvezen.

Za stohastic¢en proces bomo definirali prostor stanj, ki je mnozica vseh moznih vrednosti,
ki jih lahko zavzamejo sluc¢ajne spremenljivke X;. Prostor stanj je diskreten, ¢e vsebuje
konéno ali Stevno neskon¢no mnogo elementov. Glede na ¢as in prostor stanj lo¢imo pro-
cese v diskretnem ali zveznem casu z diskretnim ali zveznim prostorom stanj.

V naprej bomo privzeli, da je zaporedje X;, t = 0,1,2,..., stohasticen proces v diskret-
nem ¢asu s kon¢nim diskretnim prostorom stanj {1,2,3,...,M}. Ker je ¢as diskreten,
bomo vsako vrednost parametra t imenovali korak procesa.

Naj bo p§t) porazdelitev slucajne spremenljivke X, v koraku t. Potem je

pgt) = P(Xy =)

Poleg verjetnostne porazdelitve pét) bomo vpeljali Se pogojno verjetnost

P(Xy =X, =i,Xm=k,...)

ki pove verjetnost, da je v ¢asu t zasedeno stanje j, e je bilo v ¢asu [ zasedeno stanje 1,
v ¢asu m stanje k, ....

Med stohasti¢nimi procesi je pomemben markovski stohasti¢ni proces, za katerega velja
markovska lastnost, da je verjetnost, da bo v trenutnem koraku zasedeno doloceno stanje,
odvisna le od stanja v predhodnem koraku in ne od stanj pred njim. Tako velja pogojna
vejetnost

PXy=jlXi-1=10,X40=k,...) = P(Xy = j|Xo—1 = 1) = pyj

Drugace povedano, markovski proces nima spomina.
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V stohasti¢nih procesih lahko na vsakem koraku, preden proces preide iz zacetnega stanja
koraka v kon¢no stanje koraka, sprejmemo dolo¢eno odlocitev, ki vpliva na kon¢no stanje
koraka, in nam prinese dolo¢eno korist. Te procese imenujemo stohasti¢ne odlocitvene

procese, ki jih na vsakem koraku dolo¢ajo Stirje podatki, in sicer:

prostor stanj,
mnozica odlocitev, ki jih lahko sprejmemo v vsakem stanju,

prehodna porazdelitev za konéna stanja koraka, ki je pogojna glede na zacetno stanje
koraka in glede na sprejeto odlocitev,

pricakovane koristi po vsaki odlo¢itvi iz mnozice moznih in dopustnih odlocitev.

V nadaljevanju se bomo omejili na markovske odlocitvene procese (MOP), v katerih velja

markovska lastnost. Na kratko lahko MOP opisemo v nekaj tockah:

1.

Na zacetku vsakega koraka se MOP nahaja v enem od stanj ¢ iz kon¢nega prostora
stanj {0,1,2,..., M}.

. Za vsako stanje i iz prostora stanj poznamo kon¢no mnozico odlo¢itev {1,2,..., K},

pri ¢emer ni vsaka odlocitev ustrezna za vsako stanje.

Naj bo d; = k odlocitev k, ki smo jo naredili za stanje 7. Pri vsaki odlo¢itvi nastopi
korist (strosek ali dobicek) c;g.

. Predpostavimo, da smo v stanju ¢ in da smo izbrali odloc¢itev d; = k iz mnozice vseh

moznih odloé¢itev v stanju ¢. Vsaka odloc¢itev povzroci, da se iz stanja ¢ premaknemo
v stanje j, ki je eno od mnoznih stanj v naslednjem koraku. Prehodi med stanji niso
doloceni z gotovostjo, ampak jih lahko le napovemo s prehodnimi verjetnostmi.

Naj bo p;j(k) prehodna verjetnost za prehod iz stanja ¢ v stanje j, ko smo izbrali
odlocitev k. Prehodna verjetnost p;;(k) je, po markovski lastnosti, pogojna verjet-
nost glede na stanje, v katerem se je proces nahajal na zacetku trenutnega koraka,
in glede na odlo¢itev, ki smo jo v trenutnem koraku sprejeli, in ne od stanj in od
odloc¢itev v predhodnih korakih:

pij(k) = P(X; = j|X¢—1 =1i,d;i = k)

Prehodne verjetnosti p;;(k) lahko dolo¢imo na osnovi izkusenj, podatkov iz pretek-
losti, jih ocenimo z opazovanjem ali pa jih pridobimo na podlagi ekspertnih mnenj,
pridobljenih na podlagi vzorcev in metod, pri tem pa se velikokrat uporabljajo
razli¢ne statisticne metode.

. Zaporedje odlocitev vseh korakov doloca strategijo za markovski odlo¢itveni proces.

. Med vsemi strategijami iS¢emo optimalno strategijo MOP glede na dolo¢eno korist,

ki je lahko minimalni strosek ali maksimalni dobi¢ek procesa.

Optimalno strategijo MOP lahko pois¢emo na razli¢ne nacine, med njimi tudi z linearnim

programiranjem.
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3.3 Zgodovinske prelomnice v razvoju operacijskih
raziskav

Operacijske raziskave so mlado podrocje, saj so se zaceli znanstveniki, predvsem mate-
matiki, resno ukvarjati z njimi Sele v 20. stoletju, Ceprav je na njihov razvoj vplivala
ze industrijska revolucija, ki je povzrocila, da proizvodni procesi niso bilo ve¢ enostavni,
sama specializacija dela pa je zahtevala uc¢inkovito organizacijo. Pravi razvoj operacijskih
raziskav se je zacel med drugo svetovno vojno zaradi potreb vojske, ko so ameriski in
britanski vojaski strokovnjaki zaprosili znanstvenike za pomo¢ pri optimizaciji vojaskih
strateskih problemov, predvsem pri transportnih, alokacijskih in takti¢nih problemih. Po
drugi svetovni vojni se je uporaba operacijskih raziskav razsirila tudi na druga podrocja,
ki so bila ze predhodno omenjena, ker je s tehnoloskim napredkom namesto vprasanja,
kako narediti, postalo bolj pomembno vprasanje, kako narediti ¢im ceneje in ¢im hitreje,
za kar je bilo potrebno oblikovati veliko razliénih metod. Ime ‘operacijske raziskave’ pa se
je ohranilo iz druge svetovne vojne, ker so jih uporabljali predvsem za namene vojaskih
‘operacij’ (Hillier in Lieberman [13]).

Povzemimo nekaj pomembnejsih zgodovinskih prelomnic v razvoju operacijskih raziskav:

1895: F. W. Taylor je prouceval, s kako veliko lopato bi moral delati delavec, da bi bil
njegov ucinek v predpisanem ¢asu najvecji (Cizman [4]).

1905 - 1918: A. Einstein in W. Smoluchowsky sta opazovala Brownovo gibanje, W. Shot-
tky Sum v elektronkah in A. K. Erlang telefonski promet. Modeli za omenjena opazovanja

sodijo med stohasti¢ne procese (Hudoklin Bozi¢ [14]).

1931: A. N. Kolmogorov je izdelal matemati¢no teorijo stohasti¢nih procesov (Hudoklin
Bozic [14])).

1936: D. Koenig je postavil osnove teorije grafov, ki so postali osnova stevilnim metodam,
predvsem mreznemu planiranju (Dobreni¢ [6]).

1939: Ruski matematik L. V. Kantorovi¢ je objavil prve formulacije in primere uporabe
linearnega programiranja v organizaciji in planiranju proizvodnje (Grasselli in Vadnal [8]).

1941: Ameriski matematik F. L. Hitchcock je objavil §tudijo o transportnih problemih, ki
jih lahko resujemo z linearnim programiranjem (Grasselli in Vadnal [8]).

1947: G. B. Dantzig je prvi objavil splosno algebrai¢no metodo za reSevanje linearnih
programov, znano pod imenom metoda simpleksov (Grasselli in Vadnal [8]).

1949: Prva konferenca o uporabi linearnega programiranja v Chicagu (Dobrenié¢ [6]).
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1952: Izdelan je bil prvi rac¢unalniski program za reSevanje linearnih programov z metodo
simpleksov (Grasselli in Vadnal [8]).

V 80-tih letih se je razSirila uporaba osebnih ra¢unalnikov, zato so postali Stevilni pro-
gramski paketi za resevanje problemov operacijskih raziskav dostopni Sirsim mnozicam
(Hillier in Lieberman [13]).

3.4 Osnovni koraki pri operacijskem raziskovanju

Osnovna dejavnost operacijskih raziskav je modeliranje, s katerim realni problem ali
proces prikazemo z matemati¢nim modelom. Ker je realni proces ponavadi zelo kompleks-
en, moramo pri oblikovanju modela privzeti ustrezne predpostavke, da sam proces poenos-
tavimo, vendar le do tolik§ne mere, da je model Se vedno dobra slika procesa, sicer je model
slab, njegove resitve pa ne morejo biti uporabne. Da bi se izognili napakam v modelih, je
priporocljivo upostevati pet osnovnih korakov (prirejeno po Hillier in Lieberman [13] ter
Winston [34]):

1. Definiranje problema
V prvem koraku je potrebno natanc¢no prouciti dani problem, kar zahteva sodelo-
vanje naro¢nika (npr. vodstvo, uprava, direktor podjetja), tistega, ki bo skupaj z
vodstvom postavljal kon¢ne odlocitve, in analitika, ki bo reSeval problem. Upostevati
morajo predvsem naslednje zahteve:

dolo¢itev ustreznih ciljev,

dolocitev omejitev, ki jih je potrebno upostevati (¢asovne, stroskovne),

dolocitev kriterija za izbor najboljse resitve med vsemi moznimi reSitvami,

povezave med podroc¢jem, s katerega je obravnavani problem, in ostalimi

podrocji, ki lahko vplivajo na dani problem.

Opisani prvi korak je pri reSevanju problemov zelo pomemben, saj je “tezko dajati
prave odgovore na napacéna vpra$anja’ (Hillier in Lieberman [13]). Posebno po-
zornost je potrebno posvetiti tudi zbiranju potrebnih podatkov, saj ponavadi niso
na voljo na samem zacCetku, ker jih ni Se nihc¢e zbiral, ali pa so ze zbrani podatki
neustrezni ali nepopolni.

2. Formuliranje matematiénega modela
Ko je definiran problem in vse omejitve, ki jih je potrebno upostevati, oblikujemo
matematicni model, ki je le idealiziran realni problem. V matematicnem modelu
moramo opredeliti:

- odlocitvene spremenljivke (npr. z1,x2, ..., z,), katerih vrednosti is¢emo,

- ustrezen kriterij za izbor optimalne reSitve med vsemi moznimi reSitvami,
ki je podan z ustrezno matematiéno funkcijo odlo¢itvenih spremenljivk (npr.
f(z1,29,...,2y,)). Tako funkcijo imenujemo v matematiki funkcional, pogosto
pa v praksi srecamo tudi sinonime namenska ali ciljna ali kriterijska funkcija.
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- omejitve in parametre problema, ki so podani v obliki sistema enacb in (ali)
neenacb.

V matemati¢nem jeziku povedano, poiskati je potrebno tiste vrednosti odlo¢itvenih
spremenljivk, ki ustrezajo danim omejitvenim enac¢bam in (ali) neena¢bam, za katere
ima ciljna funkcija ekstremno vrednost (minimum ali maksimum). Opisani postopek
imenujemo optimizacija, kar je glavna naloga operacijskih raziskav.

3. Iskanje resitve

Resitev matemati¢nega modela poi§¢emo z ustreznim algoritmom. Danes je znanih
ze zelo veliko algoritmov, ki jih lahko uporabimo, ¢e ugotovimo, da ustrezajo
modelu. Ob novih problemih pa se pojavi potreba po razvoju novega algoritma,
kar predstavlja za analitike poseben izziv. Ker je matematicni model le ideali-
zirana predstavitev realnega problema, je tudi reSitev matemati¢nega modela le
idealizirana in ni zagotovila, da je to prava reSitev problema, na kar vpliva veliko
dejavnikov, med drugimi tudi kakovost uporabljenih podatkov, zato sodi k
operacijskemu raziskovanju tudi postoptimalna analiza, v kateri razis¢emo, kako bi
se spremenila optimalna resitev, ¢e bi uporabili druga¢ne predpostavke o parametrih
modela.

4. Testiranje modela in njegova priprava za uporabo
Razvoj matematicnega modela oziroma algoritma je dolgotrajen proces, ki zahteva
veliko preverjanj, da lahko zagotovimo njegovo ucinkovito in pravilno delovanje.
Posebno pozornost je potrebno posvetiti odkrivanju napak in pomanjkljivosti ter
njihovemu sprotnemu odpravljanju. Postopek testiranja in izboljSevanja modela
imenujemo testiranje veljavnosti modela oziroma algoritma, pri ¢emer je pomembno,

da:

- izdelan algoritem pregleda oseba, ki ni sodelovala pri njegovem razvoju, da
lahko neodvisno pregleda njegovo pravilnost in u¢inkovitost,

- pregledamo, ali so vsi matematiéni izrazi usklajeni z enotami,

- pregledamo, kako vplivajo spremembe parametrov na spremembe optimalne
resitve,

- naredimo retrospektiven test, s katerim na podlagi ze znanih podatkov in
rezultatov iz preteklosti opravimo analizo teh podatkov z novo oblikovanim
modelom in rezultate primerjamo z znanimi rezultati. Ob tem lahko naletimo
na velika odstopanja med dejanskimi rezultati in rezultati modela, zaradi ¢esar
je potrebno model znova pregledati.

Preden gre model v uporabo, je potrebno izdelati dokumentacijo o testiranju
veljavnosti modela, s katero dosezemo pri uporabnikih vecéje zaupanje v model,
nadaljnjim raziskovalcem pa je s tem omogoceno nadaljnje delo ali nadgradnja
modela. V dokumentacijo morajo biti vklju¢eni tudi rezultati postoptimalne ana-
lize. Model ali algoritem se za prakti¢no uporabo zapiSe z ustreznim racunalniskim
programom, ki mora biti preprost za uporabo posamezniku ali Sirsi javnosti.
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5. Implementacija modela in evalvacija priporocil

Uspesnost opravljenega dela je odvisna od sodelovanja analitikov in naroc¢nika ter
ostalih s podro¢ja menedzmenta. Ob natanéno izdelanih navodilih in urjenju
uporabnikov v uporabi izdelanega racunalniskega programa je potrebno tudi vnaprej
spremljati njegovo uéinkovitost, preverjati, ali program dosega cilje, ki so bili zacrtani
na samem zacetku raziskave, ter odkrivati morebitne pomanjkljivosti in jih sprotno
popravljati. O rac¢unalniS8kem programu in celotni raziskavi mora biti po eti¢nih
nacelih znanstvenikov in raziskovalcev izdelana dokumentacija o uporabljeni
metodologiji, ki omogoca ponovljivost celotnega procesa raziskovanja.
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Optimalna razporeditev telefonskih klicev bo temeljila na linearnem programiranju, ki je
posebna, zelo znana in pogosto uporabljana tehnika operacijskih raziskav, zato je v tem
poglavju podrobno predstavljeno. Po klasifikaciji v prejsnjem poglavju ga lahko opisemo
kot staticen deterministi¢en proces.

7Z linearnim programiranjem reSujemo razlicne probleme optimizacije v ekonomiji, kmetij-
stvu, zdravstvu, druzboslovju, vojski, transportu, industriji. Najbolj znani so naslednji
problemi:

- Proizvodni problem, pri katerem iS¢emo optimalni proizvodni plan dolo¢enih
izdelkov, ki jih izdelujemo iz omejenih koli¢in zalog surovin. Ob znanem c¢istem
dobicku za posamezni izdelek Zelimo ustvariti maksimalni skupni dobicek pri
prodaji izdelkov.

- Mesalni problem, ki obravnava zadostitev uporabnikovih potreb po doloc¢enih
sestavinah, ki jih lahko najdemo zmeSane v razlicnih meSanicah, =za
katere poznamo nabavne stroske. Izdelati Zelimo optimalni plan nabave posameznih
mesanic, s katerim bi zadostili uporabnikove potrebe in dosegli minimalne skupne
nabavne stroske.

- Transportni problem, ki obravnava razvoz dolocene koli¢ine enakih izdelkov od
izvorov (proizvajalcev, ponudnikov) do ponorov (kupcev, povprasevalcev) po tem
izdelku. Ob znanih prevoznih stroskih za izdelek od posameznega izvora do
posameznega ponora zelimo dose¢i minimalne skupne prevozne stroske izdelkov, ob
tem pa uposStevati omejitve razpolozljivih izdelkov posameznih izvorov in izpolniti
vse zahteve ponorov po doloceni koli¢ini izdelkov.

4.1 Predpostavke linearnega programa

Kadar zelimo realni problem resiti z linearnim programiranjem, je potrebno zZe pri sami
formulaciji problema upoStevati predpostavke o odloc¢itvenih spremenljivkah, ciljni
funkciji ter omejitvenih enacbah in neena¢bah, kot so (prirejeno po Hillier in Lieberman
[13] ter Winston [34]):

1. Linearnost
Ciljna funkcija in leva stran sistema omejitvenih enacb in neenacb morajo biti



4. Linearno programiranje

linearne kombinacije odloc¢itvenih spremenljivk, kar pomeni, da so prispevki posamez-
nih odloc¢itvenih spremenljivk k njihovim vrednostim premosorazmerni z vrednostmi
odloc¢itvenih spremenljivk.

2. Zveznost
Vrednosti odlocitvenih spremenljivk lahko zavzamejo katerokoli realno vrednost iz
ustreznega intervala. Pogosto se zgodi, da mora biti vrednost odlocitvene
spremenljivke celo Stevilo, kot na primer pri proizvodnem problemu, kjer ne moremo
izdelati npr. 3,2 izdelka. Problem lahko resimo tako, da rezultat smiselno zaokrozimo
ali pa uporabimo celostevilsko linearno programiranje.

3. Gotovost
Vi koeficienti v ciljni funkciji, koeficienti v sistemu linearnih enacb in neenacb ter
koeficienti na njihovi desni strani morajo biti dolo¢eni z gotovostjo, kar pomeni, da
velja vzroéno-poslediéna zveza. Ce poznamo vrednosti odlo¢itvenih spremenljivk,
lahko izra¢unamo vrednost ciljne funkcije.

Ce pri formuliranju problema predpostavk ne upostevamo, resitev linearnega programa
ne zagotavlja optimalne resitve realnega problema.

4.2 Splosna definicija linearnega programa

Linearni program lahko splosno definiramo kot problem, pri katerem je potrebno dolociti
vrednosti odloc¢itvenih spremenljivk x1, z9,...,xs, ki zados¢ajo pogojem nenegativnosti:

x1>0,29>0,...,25 >0 (4.1)

ter linearnim enacbam in (ali) neena¢bam:

a1y + -+ A1sTs é b1
a21x1 + -+ a2s%s ; ba (4.2)
am1T1 + 0+ QmsTs ; bm
tako, da ima linearna ciljna funkcija
flxi,xe, ..., x5) = 1oy + -+ - + Csg (4.3)

minimum ali maksimum. Pri tem sta m in s poljubni naravni stevili, koeficienti a;; in ¢;
poljubna realna Stevila in koeficienti b; poljubna nenegativna stevila (Grasselli in Vadnal

[8])-

Linearni program lahko zapiSemo tudi v matri¢ni obliki. Ozna¢imo matriko koeficientov
sistema omejitvenih enacb in neenacb 4.2 z matriko A:

ail o a1s

azy o a2s
A=

am1 - Qms
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Koeficienti desne strani omejitvenih enach in neenacb 4.2 naj bodo komponente vektorja b,
koeficienti ciljne funkcije 4.7 komponente vektorja c in neznane odlocitvene spremenljivke
4.5 komponente vektorja z:

Al
[
.0 0
N =
8 8
N =

bm Cs Ts

Linearni program se v matri¢ni obliki glasi: dolo¢iti moramo vrednosti odlocitvenih
spremenljivk vektorja x, ki ustrezajo pogoju nenegativnosti

z =0,
sistemu omejitvenih enacb ali neenach
Az Sh
tako, da bo imela ciljna funkcija
f(zy,20,...,2) =clz

ekstrem, minimum ali maksimum.

7Z nenegativnimi odlo¢itvenimi spremenljivkami opiSemo odloc¢itve, ki jih moramo
sprejeti v danem problemu. Pri proizvodnem problemu predstavljajo Stevilo izdelkov,
ki jih izdelamo, pri meSalnem problemu koli¢ino posameznih meSanic, ki jih nabavimo,
pri transportnem problemu pa koli¢ino prevozenih izdelkov od posameznega proizvajalca
do posameznega kupca.

Ciljna funkcija predstavlja pri proizvodnem problemu skupni dobicek pri prodaji
izdelanih izdelkov, zato iS¢éemo njen maksimum, pri mesalnem problemu skupne stroske
pri nakupu mesanic, zato iStemo njen minimum, pri transportnem problemu pa skupne
prevozne stroske pri prevozu vseh izdelkov, zato prav tako iS¢emo njen minimum.

Koeficienti desne strani omejitvenih neenac¢b in enacb podajajo omejitve linearnega
programa. Pri proizvodnem problemu so omejitve zaloge surovin, iz katerih izdelujemo
izdelke, pri mesalnem problemu pa zahteve po zadostitvi uporabnikovih potreb po posamez-
nih sestavinah.

4.3 ResSevanje linearnega programa

4.3.1 Lastnosti reSitev linearnega programa

Pri linearnem programiranju z besedo resitev ne oznac¢ujemo koncne resSitve problema,
ampak vsako urejeno s-terico vrednosti odlo¢itvenih spremenljivk 4.5, ki ustreza sistemu
omejitev 4.2. Ob tem lahko nastopi ve¢ moznosti (Grasselli in Vadnal [8]). Urejena s-terica
vrednosti odlo¢itvenih spremenljivk je:
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- mozna reSitev linearnega programa, ¢e ustreza sistemu omejitvenih linearnih enach
in neenacb 4.2 in pogojem nenegativnosti,

- nemogoca reSitev linearnega programa, ¢e ne ustreza kaksni od omejitvenih enach
oziroma neenacb 4.2 ali pogoju nenegativnosti,

- optimalna reSitev linearnega programa, ¢e ustreza sistemu omejitvenih linearnih
enacb in neenachb 4.2 in pogojem nenegativnosti tako, da ima ciljna funkcija za to
s-terico ekstrem. V primeru iskanju maksimuma ciljne funkcije to pomeni, da ima
ciljna funkcija v vseh drugih moznih resitvah manjSe vrednosti, v primeru iskanja
minimuma pa, da ima v vseh dugih moznih resitvah vecje vrednosti.

Osnova za reSevanje linearnih programov so konveksne mnozice in konveksne linearne
kombinacije tock. Konveksna linearna kombinacija to¢k x1 in xo je definirana z izrazom

(1—p)z1 +pre, 0<p<1 (4.4)

Mnozica konveksnih linearnih kombinacij dveh tock 4.4 predstavlja daljico, ki tocki povezuje.

Konveksna mnozica je definirana kot mmnozica, za katero velja, da z vsakima dvema
njenima tockama lezi v njej tudi vsaka njuna konveksna linearna kombinacija (Grasselli in
Vadnal [8]). Tocke konveksne mnozice lahko razdelimo v dve disjunktni mnozici tock:

- Prva vsebuje tocke, ki jih lahko zapiSemo kot konveksno linearno kombinacijo vsaj
dveh drugih tock mnozice in jih imenujemo neekstremne tocke konveksne mnozice.

- Druga mnozica vsebuje tocke, ki jih ne moremo zapisati kot konveksno linearno
kombinacijo vsaj dveh drugih tock mnozice in jih imenujemo ekstremne tocke
konveksne mnozice.

Mnozico moznih resitev linearnega programa in konveksne mnozice povezuje nekaj izrekov,
ki bodo navedeni brez dokazov (dokazi so v Grasselli in Vadnal [8]):

- Mnozica vseh moznih reSitev linearnega programa je konveksna.

- Med ekstremnimi tockami neprazne in omejene konveksne mnozice moznih resitev
linearnega programa obstaja vsaj ena, v kateri ima ciljna funkcija ekstrem.

- Ce ima ciljna funkcija ekstrem v veé ekstremnih to¢kah konveksne mnozice moznih
reSitev, potem ima ekstrem tudi v vseh tockah, ki so konveksne linearne kombinacije
teh ekstremnih tock.

Ce v linarnem programu nastopata le dve spremenljivki, npr. z; in xo, predstavlja linearna
neenacha axq + bxrs < ¢ v pravokotnem koordinatnem sistemu v ravnini polravnino. Ker
mnozica moznih reSitev ustreza vsem omejitvenim neenacbam hkrati, je le-ta v bistvu
presek polravnin, ki jih dolocajo neenacbe. Taka mnozica je konveksna mnozica in jo
imenujemo konveksni poligon. Ekstremne tocke konveksnega poligona so njegova oglisca.
Podobno si lahko predstavljamo tudi v vi§jih dimenzijah, kjer mnozico moznih resitev
imenujemo konveksni polieder.
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Glede na stevilo optimalnih resSitev linearnega programa lo¢imo ve¢ moznosti. Linearni
program:

- nima optimalne resitve, ¢e je mnozica moznih resitev prazna (v primeru, da je sistem
omejitvenih enacb protisloven) ali neomejena (v primeru iskanja maksimuma ciljne
funkcije, ker njene vrednosti rastejo ¢ez vse meje);

- ima natanko eno optimalno resitev, ¢e je mnozica moznih resitev neprazna in ome-
jena konveksna mnozica;

- ima neskon¢no mnogo optimalnih re§itev, ¢e ciljna funkcija doseze ekstrem v vsaj
dveh ekstremnih to¢kah konveksnega poliedra, ker ima isto ekstremno vrednost tudi
v vseh tockah, ki so konveksne linearne kombinacije teh ekstremnih tock.

Za reSevanje linearnih programov obstaja ve¢ metod, najbolj znani pa sta graficna metoda
in metoda simpleksov.

4.3.2 ReSevanje linearnega problema z graficno metodo

Grafitno metodo je mogoce uporabiti, kadar v linearnem programu nastopata le dve
odloc¢itveni spremenljivki, saj je ciljna funkcija v tem primeru premica, sistem linearnih
enacb ali neenacb pa dolo¢a v ravnini konveksen poligon, ki predstavlja mnozico moznih
resitev. Ker lahko ciljna funkcija doseze ekstrem le v oglis¢ih konveksnega poligona, je
osnovna ideja pri iskanju optimalne resitve v preverjanju, v katerem od oglis¢ doseze
ciljna funkcija ekstrem (minimum ali maksimum).

Najprej nariSemo mnozico moznih resitev in premico, ki predstavlja ciljno funkcijo, nato
pa izberemo eno od oglis¢ za zacetno reSitev in izraCunamo vrednost ciljne funkcije v
tem oglis¢u. Nato izberemo drugo oglisce in zopet izra¢unamo vrednost ciljne funkcije. V
primeru iskanja maksimuma ciljne funkcije obdrzimo tisto oglisce, v katerem ima ciljna
funkcija ve¢jo vrednost, v primeru iskanja minimuma pa oglis¢e, v katerem ima ciljna
funkcija manjso vrednost. Nato ponavljamo primerjanje vrednosti ciljne funkcije Se za
ostala oglisca.

Linearni program ima v primeru iskanja maksimuma ciljne funkcije optimalno resitev
v oglis¢u, v katerem ima ciljna funkcija najvec¢jo vrednost glede na vrednosti v vseh
ostalih oglis¢ih, v primeru iskanja minimuma pa v oglis¢u, v katerem ima ciljna funkcija
najmanjso vrednost glede na vrednosti v ostalih oglis¢ih.
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Za ilustracijo si oglejmo primer, pri katerem je potrebno dolociti vrednosti odlo¢itvenih
spremenljivk x in y, ki zadoS¢ajo sistemu omejitvenih neenach:

3r + 3y < 15
dr + 2y < 16
2r + 4y < 18
r > 0
y =2 0

tako, da bo imela ciljna funkcija f(z,y) = 12z + 15y maksimum.

Sistem omejitvenih linearnih neenacb dolo¢a v ravnini konveksni poligon, ki je na sliki
4.1 prikazan s Srafiranim obmocjem, ciljna funkcija pa je ¢rtkana premica. Ciljna funkcija
lahko doseze maksimum le v oglis¢ih konveksnega poligona ali na zveznici dveh sosednih
ogli§¢ oziroma na njuni konveksni linearni sestavi. V danem primeru je najvecja vrednost
ciljne funkcije v tocki P(1,4), kar pomeni, da je optimalna reSitev linearnega programa
x =1 in y = 4, vrednost ciljne funkcije v tej tocki pa je f(1,4) = 72.

_

/)

\

%

Slika 4.1: Primer graficnega reSevanja linearnega programa

-1

4.3.3 ReSevanje linearnega programa z metodo simpleksov

V prejsnji tocki je bila predstavljena graficna metoda za reSevanje linearnih programov,
ki jo lahko uspesno uporabljamo, kadar nastopata v linearnem programu le dve odlocitveni
spremenljivki, vendar v prakticnih primerih pogosto nastopa ve¢ spremenljivk, zato
potrebujemo splosnejSo metodo.

Leta 1947 je Dantzig razvil metodo simpleksov, ki se uporablja, kadar v linearnem
programu nastopa ve¢ spremenljivk. Osnovna ideja simpleksne metode je podobna kot
pri graficni metodi, le da simpleksna metoda zahteva zapis sistema omejitvenih linearnih
neenacb in enacb v obliki kanoni¢nega sistema linearnih enac¢h, kar pomeni, da nastopa
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v vsaki enacbi natanko ena spremenljivka, ki ima v tej enacbi koeficient enak 1, v vseh
ostalih enacbah pa koeficient 0. Poleg tega mora biti izpolnjena Se dodatna zahteva, da
so vse konstante na desni strani neenacb in enacb nenegativne. Ce ni tako, pomnozimo
neenacbo ali enacbo s stevilom —1. V nadaljevanju bo podana le osnovna ideja metode
simpleksov, podrobnosti pa so v Grasselli in Vadnal [8].

Sistem linearnih neenacb in neenacb pretvorimo v kanoniéni sistem linearnih ena¢b v dveh

korakih:

1. V prvem koraku uvedemo dopolnilne spremenljivke, s Kkaterimi neenacbe
preoblikujemo v enacbe, zato v tistih neenac¢bah, v katerih nastopa znak <,
dopolnilno spremenljivko priStejemo, v neenac¢bah z znakom > pa jo odstejemo,
da izenac¢imo levo in desno stran neenac¢be. Dopolnilne spremenljivke izpolnjujejo
pogoj nenegativnosti.

2. V drugem koraku uvedemo umetne spremenljivke v tistih enac¢bah, v katerih ne
nastopa spremenljivka, ki bi imela v tej enacbi koeficient 1, v drugih enacbah pa
0. Umetne spremenljivke je potrebno torej pristeti v enacbah, kjer smo dopolnilne
spremenljivke odsteli, in v enacbah, kjer nismo uvajali dopolnilnih spremenljivk.
Tudi umetne spremenljivke izpolnjujejo pogoj nenegativnosti.

Dodatne in umetne spremenljivke uvedemo tudi v ciljno funkcijo, vendar so koeficienti
teh spremenljivk odvisni od tega, ali i§¢emo maksimum ali minimum ciljne funkcije:

1. Ce iséemo maksimum ciljne funkcije, imajo dopolnilne in umetne spremenljivke v
ciljni funkciji koeficiente enake 0.

2. Ce is¢emo minimum ciljne funkcije, imajo dopolnilne in umetne spremenljivke, ki
imajo v sistemu omejitvenih enacb koeficient +1, v ciljni funkciji dovolj velik koefi-
cient v primerjavi z ostalimi koeficienti v ciljni funkciji. Dopolnilne spremenljivke,
ki imajo v sistemu omejitvenih enacb koeficient —1, imajo v ciljni funkciji koeficient
enak 0.

Predpostavimo, da smo v sistem omejitvenih ena¢b in neenacb 4.2 uvedli dopolnilne in
umetne spremenljivke tako, da vsebuje zdaj n spremenljivk in m enacb, kjer naj bon > m.
Prav tako naj bodo dopolnilne in umetne spremenljivke ze uvedene v ciljno funkcijo. Glede
na to, da vseh n spremenljivk izpolnjuje pogoj nenegativnosti, se preoblikovani linearni

program glasi: iS¢emo vrednosti odloc¢itvenih spremenljivk xi,xo9,...,x,, ki zadoscajo
pogojem nenegativnosti:
1> 0,29 >0,...,2, >0 (4.5)
in linearnim enacbam:
anzry + -+ AT, = b
axnxry + -+ apT, = b
(4.6)
am1T1 + 0+ GnTn = bm
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tako, da ima ciljna funkcija
flxi,xe, ..., x5) =11 + -+ + Cry (4.7)

minimum ali maksimum.

Predpostavimo, da je rang matrike koeficientov leve strani sistema enacb 4.6 poln. Ker
smo predpostavili, da je n > m, ima sistem neskonéno mnogo reSitev. Za n — m spre-
menljivk lahko njihove vrednosti poljubno izberemo. Te spremenljivke bomo imenovali
nebazne spremenljivke, ostale spremenljivke, katerih vrednosti izra¢unamo iz sistema, pa
bomo imenovali bazne spremenljivke. Razliéni izbori nebaznih spremenljivk in njihovih
vrednosti dajejo razlicne vrednosti baznih spremenljivk, pri tem pa se lahko zgodi, da
za spremenljivke ni izpolnjen pogoj nenegativnosti. Bazne reSitve, katerih komponente
so bazne spremenljivke in ustrezajo pogoju nenegativnosti, bomo imenovali bazne mozne
reSitve.

Kot je bilo ze povedano, je mnozica vseh baznih moznih resitev konveksna mmnozica
oziroma konveksen polieder. Za vsako bazno mozno reSitev obstaja natanko dolocena
ekstremna tocka konveksnega poliedra.

V nadaljevanju bomo potrebovali Se definicijo pojma sosednih baznih moznih resitev. Dve
bazni mozni resitvi linearnega programa z m omejitvenimi enacbami sta sosedni, Ce se
ujemata v vrednostih m — 1 baznih spremenljivk.

Potek resevanja linearnega programa lahko opiSemo v stirih korakih:

1. Linearni program z uvedbo dopolnilnih in umetnih spremenljivk preoblikujemo v
kanonicno obliko.

2. Poiscemo zacetno bazno mozno reSitev tako, da n — m spremenljivkam dolo¢imo
vrednost 0, vrednosti ostalih m spremenljivk pa izra¢unamo iz sistema 4.6.

3. Preverimo, ali je trenutna bazna mozna reSitev optimalna reSitev linearnega
programa. V primeru iskanja maksimuma preverimo, ali ima ciljna funkcija v tej
tocki najvecjo vrednost glede na vrednosti v ostalih baznih moznih resitvah, v
primeru iskanja minimuma ciljne funkcije pa najmanjso vrednost. Ce trenutna bazna
mozna resitev ni optimalna, poiS¢emo sosedno bazno mozno resitev.

4. Ponovimo korak 3, v katerem uporabimo sosedno bazno mozno resitev kot trenutno
bazno mozno resitev.

Izmed n spremenljivk lahko n — m nebaznih spremenljivk izberemo na

(o)

razlicnih nacinov. Linearni program ima lahko najvec (nf’m) baznih resitev, ¢e je med
njimi nekaj nemogocih. Ker i§¢emo optimalno resitev linearnega programa tako, da se
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premikamo od ene ekstremne tocke konveksnega poliedra do druge, bo simpleksna metoda
nasla optimalno resitev v koné¢no mnogo korakih oziroma iteracijah.

Za reSevanje linearnega programa z metodo simpleksov oblikujemo tabelo, v katero
zapiSemo vse vhodne podatke, nato pa s pomoc¢jo matri¢nih transformacij pois¢emo
optimalno resitev. Postopek je natanéno opisan v Grasselli in Vadnal [8], na tem mestu
pa se ne bi spuscali v podrobnosti.

4.4 Dualni linearni program

Vsakemu primarnemu linearnemu programu ustreza dualni linearni program, pri katerem
iS¢emo vrednosti toliko nenegativnih odlocitvenih spremenljivk, kot je v primarnem
linearnem programu omejitvenih enacb in neenach. Med primarnim in dualnim linearnim
programom velja naslednja zveza:

- matrika koeficientov omejitvenih enaCb in neenacb dualnega programa je enaka
transponirani matriki koeficientov A primarnega programa;

- neenacaje v omejitvenih neenacbah primarnega linearnega programa obrnemo;

- koeficienti ¢ ciljne funkcije primarnega programa postanejo omejitve v sistemu enach
in neenacb dualnega programa;

- koeficienti b desne strani sistema enacb in neenacb primarnega programa postanejo
koeficienti ciljne funkcije dualnega programa;

- maksimum ciljne funkcije primarnega programa zamenjamo z minimumom (ali
obratno).

1z opisanega je razvidno, da je dualni linearni program od dualnega zopet nazaj primarni
program. Vsebinski pomen dualnega linearnega programa je odvisen od problema, ki ga
reSujemo s primarnim linearnim programom.

Pri proizvodnem problemu zelimo s primarnim linearnim programom dolo¢iti optimalno
Stevilo izdelkov, ki jih lahko izdelamo iz danih surovin z omejenimi zalogami tako, da bo
skupni dobicek od prodaje izdelkov maksimalen. Lahko pa se odlo¢imo, da bomo namesto
izdelovanja in prodaje izdelkov odprodali surovine. V ta namen oblikujemo dualni linearni
program, s katerim iS¢emo najmanjSo vrednost enote vsake surovine tako, da bo dobicek
pri odprodaji surovin vsaj tolikSen kot pri optimalnem proizvodnem programu. Ob tem
zelimo seveda odprodati ¢im manj surovin, zato iS¢éemo minimum ciljne funkcije dualnega
linearnega programa.
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4.5 Postoptimalna analiza linearnega programa

Pri oblikovanju linearnega programa za reSevanje realnega problema je privzetih veliko
predpostavk, predvsem glede vrednosti parametrov modela, zato sodi k operacijskemu
raziskovanju tudi postoptimalna analiza optimalne resitve linearnega programa, s katero
zelimo ugotoviti, kako bi spremembe parametrov modela ali modela samega vplivale
na spremembo optimalne resitve. Pri postoptimalni analizi linearnega programa lahko
(prirejeno po Dobreni¢ [6]):

- spreminjamo koeficiente v sistemu omejitvenih ena¢b in neenacb ter koeficiente ciljne
funkcije,

- dodajamo nove spremenljivke ter omejitvene enacbe in neenacbe,
- analiziramo vrednosti dopolnilnih, dodatnih in dualnih spremenljivk.

S spremembo vrednosti enega od koeficientov na desni strani omejitvenih enacb in neenacb
(koeficient v vektorju b) za eno ali ve¢ enot lahko ugotavljamo, za koliko bi se spreme-
nile vrednosti odlocitvenih spremenljivk v optimalni resitvi. Za vsak koeficient je mogoce
dolociti interval, znotraj katerega se lahko nahajajo njegove vrednosti, da ostane opti-
malna reSitev nespremenjena, ¢e se seveda ostali koeficienti ne spreminjajo. Prav tako
bi lahko s spreminjanjem koeficientov v matriki A ugotovili, kako spremembe vplivajo
na optimalno resitev, vendar je zaradi iterativnega postopka te spremembe tezko izraziti
analiticno. Tudi spreminjanje vrednosti koeficientov ciljne funkcije primarnega programa
vplivajo na optimalno resitev. V vseh opisanih primerih se lahko zgodi, da optimalna
reSitev ostane nespremenjena, ali pa se spremeni tako, da katera od spremenljivk izpade
iz optimalne reSitve in namesto nje nastopi katera druga spremenljivka, ki trenutno ni
bila v optimalni resitvi.

Ce v linearni program uvedemo nove odlo¢itvene spremenljivke, jih moramo uvesti tako v
sistem omejitvenih enacb in neenacb kot v ciljno funkcijo. Ce se izkaze, da ima nova spre-
menljivka moznost priti v optimalno resitev, je potrebno ponovno preuciti obravnavani
problem in na novo oblikovati model, ker nova odloc¢itvena spremenljivka pomeni novo
aktivnost v modelu. Dodajanje novih omejitvenih ena¢b in neena¢h pomeni dodajanje
novih omejitev, ki lahko prav tako spremenijo optimalno resitev.

Pri postoptimalni analizi imajo poseben pomen dualne spremenljivke, zato se pogosto
anlizirajo njihove vrednosti. Povedo, za koliko bi se spremenila vrednost ciljne funkcije,
¢e bi spremenili vrednost enega od koeficientov ciljne funkcije dualnega programa za
eno enoto, kar pomeni, da bi spremenili vrednost koeficienta na desni strani omejitvenih
enacb in neenacb. Ce je vrednost dualne spremenljivke enaka 0, potem spremememba
pripadajocega koeficienta ne bi vplivala na optimalno resitev.

Npr. pri proizvodnem problemu samo povecevanje zaloge surovine, ki ji pripada dualna

spremenljivka z vrednostjo 0, ne bi povecalo skupnega dobicka, ker je Stevilo izdelkov,
ki jih lahko izdelamo, omejeno z zalogami preostalih surovin. Ce pa vrednost dualne
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spremenljivke ni enaka 0, lahko s povecanjem zaloge pripadajoce surovine naredimo vec
izdelkov, kar poveca skupni dobicek.

4.6 Klasi¢en transportni problem

Klasi¢en transportni problem kot poseben primer linearnega programiranja obravnava
problem razvoza dolocene koli¢ine materiala (izdelkov, enot) od n izvorov (proizvajalcev,
ponudnikov) do m ponorov (potrosnikov, naro¢nikov, trgovin, porabnikov). Ob znanih
prevoznih stroskih na enoto materiala (na izdelek) od posameznega izvora do posameznega
ponora zZelimo dose¢i minimalne skupne prevozne stroske materiala, ob tem pa upostevati
omejitve razpolozljivega materiala posameznih izvorov in izpolniti vse zahteve ponorov
po doloceni koli¢ini materiala.

Oznac¢imo izvore z Ay, As, ..., A,, omejene koli¢ine materiala, ki jih ponujajo,
. . n
pa z ai,as,...,a,. Skupna ponudba vseh izvorov je potem a =" ; a;.
Oznacimo ponore z By, Bo, . . ., By, njihove zahtevane koli¢ine materiala pa z by, bo, . . ., by,.

Skupno povpraSevanje vseh ponorov je potem b = Z;nzl b;.

Naj bodo ¢;j, i = 1,...,n, j = 1,...,m, prevozni stroski v d.e. na enoto prevozenega
materiala od i-tega izvora do j-tega ponora, ki jih lahko predstavimo v tabeli:

‘ Bl B2 o Bm
A e a2 o Cm
As | co1 cop  --- Com (48)
An Cnl Cp2 - Cnm
Naj bo x;; >0, i =1,...,n, j =1,...,m koli¢ina materiala, ki ga prepeljemo od i-tega

ponudnika do j-tega porabnika. V tabeli 4.9 so predstavljene omejene koli¢ine materiala
izvorov (ponudba) in zahtevane koli¢ine materiala ponorov (narocila) ter neznane koli¢ine
materiala x;;.

By By --- B, | ponudba
Ay 11 X120 Tim ai
Ay To1 Tz o Tom as
(4.9)
An Tni Tn2 e Tnm an
narocila | by by - b,

Transportni problem ima resitev, ¢e je problem uravnotezen, kar pomeni, da je ponudba

Zn: a; = i bj (4.10)
=1 j=1

enaka narocilom, torej
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4. Linearno programiranje

Ob upostevanju omejitev ponudbe posameznega izvora morajo biti v matriki 4.9 vsote
nenegativnih odloc¢itvenih spremenljivk po vrsticah enake pripadajo¢im omejitvam izvorov
a;, ob tem pa morajo biti izpolnjene tudi zahteve ponorov, zato morajo biti vsote
spremenljivk po stolpcih enake zahtevanim koli¢inam posameznih ponorov b;.
Omejitveni sistem enach za transportni problem je:

ziy; > 0,2=1,...n, 7=1,...m

m
E Ti5 = ai,izl,...,n
j=1

n
Zl‘zj = bj,j:1,...,m
=1

Pri razvozu zelimo imeti ¢im manjSe skupne prevozne stroske, zato iS¢emo minimum
ciljne funkcije, ki jo dobimo tako, da vsako odloc¢itveno spremenljivko z;; pomnozimo z
ustreznimi prevoznimi stroski c¢;; na enoto prevoZene kolicine materiala iz matrike 4.8.
Ciljna funkcija je potem

n

m
F@in, o anm) = 3 Y cijmi

i=1 j=1

V praksi se veckrat pojavijo problemi, pri katerih ponudba ni enaka naroc¢ilom, da problem
torej ni uravnotezen. Nastopita lahko dve moznosti:

- Ce je Yoiap > Z;n:l b;, je ponudba vecja od narocil, zato uvedemo navidezen
ponor, ki navidezno prevzame tisto koli¢ino materiala izvorov, ki presega narocila.
Prevozni stroski od posameznega izvora do posameznega navideznega ponora so v
tem primeru 0 d.e.

~ . n m . oy “e .

- Ceje ) lqa; < Zj:1 b;, je ponudba manjSa od narocil, zato uvedemo navidezen
izvor, ki navidezno proizvede tisto koli¢ino materiala, ki presega ponudbo. Prevozni
stroski od posameznega navideznega izvora do posameznega ponora so tudi v tem
primeru 0 d.e.

Transportne probleme lahko resimo na ve¢ nac¢inov, in sicer z grafi¢no metodo, ¢e nastopata
le dve odlo¢itveni spremenljivki, z metodo simpleksov, z metodo stopalnikov (angl. Step-
ping Stone Method), z metodo severnozahodnega kota (angl. The Northwest-Corner Rule)
in z metodo MODI (angl. The Modified Distribution Method) (Dobreni¢ [6]).

4.6.1 Dualni linearni program transportnega problema

Dualni linearni program za transportni problem oblikujemo podobno kot pri ostalih
linearnih programih, le da lahko v tem primeru zavzamejo dualne spremenljivke tudi
negativne vrednosti. Za vsako omejitveno ena¢bo uravnotezenega transportnega problema
uvedemo po eno dualno spremenljivko. Ozna¢imo z wuq,us, ..., u, dualne spremenljivke,
ki pripadajo omejitvenim enacbam ponudbe, in z vy, v9,...,v,, dualne spremenljivke, ki
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pripadajo omejitvenim enacbam narocil. Uvedbo dualnih spremenljivk najlazje prikazemo
v tabeli:

By By -+ By | ponudba dualne spr.
Ay €11 Ci2 -+ Cim a Uy
Ay C21 C22 -+ Com a2 U2
(4.11)
An Cnl Cp2 - Cnm Qp, Un
narocila by by - by,
dualne spr. | v1  vs -+ Uy

Is¢emo vrednosti dualnih spremenljivk, ki so lahko tudi negativne in ustrezajo sistemu
enach
u +v;=c¢j, 1=12,....n, j=12,...,m

tako, da bo imela ciljna funkcija
flut, o tup,v1,. ., 0p) = aguy + -+ - + apy + b1vr + -+ - + by,
maksimum.

Dualne spremenljivke pri klasi¢nem transportnem problemu povedo, za koliko bi se
spremenila vrednost ciljne funkcije (skupni prevozni stroski), ¢e bi se omejitev enega
izvora oziroma narocilo enega ponora spremenilo za eno enoto.
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5. STRATEGIJA RAZPOREJANJA
TELEFONSKIH KLICEV

V poglavju je oblikovan matemati¢ni model za razporejanje telefonskih klicev. Sam
problem razporejanja je na zacetku podrobno predstavljen in ker se izkaze, da je zelo
kompleksen, je privzetih nekaj predpostavk, s katerimi ga nekoliko poenostavimo. Za
oblikovani model je pokazano, da ustreza pogojem markovskega odlocitvenega procesa,
Cigar optimalno reSitev, torej optimalno razporeditev klicev, poiStemo s transportnim
problemom linearnega programiranja. Na koncu poglavja je analiza modela, ki zajema
lastnosti modela, moznosti za njegovo razsiritev ter moznosti za postoptimalno analizo.
Osnovna ideja za oblikovanje modela je povzeta po Kvedru in Vehovarju [20].

5.1 Predstavitev problema in oblikovanje predpostavk

Telefonsko anketiranje, ki je bilo podrobno predstavljeno v poglavju 2, sodi zaradi §tevilnih
prednosti v primerjavi z drugimi nacini anketiranja med najbolj razsirjene nacine anke-
tiranja. Kljub mnogim prednostim se pri njegovi zasnovi in izvedbi pojavljajo razlicne
tezave, ki so bile opisane v poglavju 2. Med njimi je bil posebej izpostavljen problem pri
vzpostavljanju kontaktov s klicanimi telefonskimi Stevilkami.

Pri telefonskem anketiranju najprej poskusamo vzpostaviti kontakt z izbrano telefonsko
Stevilko. Vsak poskus vzpostavitve kontakta, ali krajse klic, se konc¢a z dolo¢enim izidom
(angl. outcome). Izid je lahko uspesno ali neuspesno kontaktiranje. Uspesno kontaktiran
klic je vsak klic, pri katerem smo uspeli vzpostaviti kontakt z eno od oseb gospodinjstva.
Pri tem je bila anketa izvedena v celoti ali delno ali pa je bila zavrnjena, ¢e smo kontakti-
rali z osebo, ki smo jo zZeleli anketirati, ali anketa ni bila izvedena, ¢e se je oglasila druga
oseba. V obeh primerih se je nekdo oglasil na telefon. Neuspesno kontaktiran klic je tisti,
pri katerem nismo uspeli govoriti z nobenim ¢lanom gospodinjstva.

Izidi neuspesno kontaktiranih klicev so bili opisani ze v razdelku 2.4, vendar jih povzemimo
Se enkrat:

- zvonjenje v prazno, ko nihée ne dvigne telefonske slusalke, ker nikogar ni doma,
- okvarjen telefonski aparat,

- odlozena telefonska slusalka,



5. Strategija razporejanja telefonskih klicev

- trenutno izkljucen telefonski aparat zaradi daljse odsotnosti (dopust), zaradi zascite
pred udarom strele ali zaradi ponavljajocih se vsiljivih klicev,

- zasedena telefonska Stevilka, ker ravno ta trenutek nekdo govori po telefonu ali pa
imajo prikljucen internet,

- vkljucena telefonska tajnica, ker nikogar ni doma,
- vkljuéen fax, oglasi se znagcilen pisk.

Pri anketiranju je zelja in cilj opraviti ¢im vecje Stevilo anket, zato moramo vzpostaviti
kontakt s ¢im ve¢jim Stevilom telefonskih stevilk. Najprej se moramo odlociti, kdaj bomo
telefonsko Stevilko poklicali prvi¢, nato pa v primeru, da je bil poskus kontaktiranja
neuspesen, kdaj bomo klic ponovili, kar je tema pri¢ujocega dela. Ker je, po izkusnjah
sode¢, pri telefonskem anketiranju neuspesno kontaktiranih klicev veliko, potrebujemo
strategijo, ki zagotavlja, da bo pri ¢im manjSem Stevilu opravljenih klicev stevilo uspesno
kontaktiranih klicev maksimalno oziroma da bo stopnja kontaktiranja maksimalna, kar
bi pomenilo prihranek ¢asa in zmanjSanje stroskov anketiranja.

Problem razporejanja telefonskih klicev je zaradi velikega Stevila dejavnikov, ki vpli-
vajo na uspesnost kontaktiranja, zelo kompleksen, zato ga bomo z nekaj predpostavkami
poenostavili, nato pa razmislili Se o ostalih moznostih.

1. Privzemimo, da Zelimo anketirati n oseb, zato moramo poklicati n telefonskih stevilk.
Klicanje lahko poteka vsak dan, lahko le na izbrane dneve, lahko le ob delovnih
dneh ali pa ob delovnih dneh in ¢ez vikend. Ne glede na odlocitev med opisani-
mi moznostmi imenujmo vsak posamezen dan, ko opravljamo klice, korak. Pri tem
bomo privzeli, da so v vzorcu le ustrezne enote, da so torej nedelujoce, poslovne in
druge nerezidencne Stevilke ze izlocene.

Vsak posamezni dan oziroma korak lahko v nadaljevanju razdelimo na krajse ¢asovne
termine. Klicemo lahko npr. dopoldan, popoldan in zvecer ali pa vsaki dve uri, kar
je seveda odvisno od delovnega ¢asa oziroma razpolozljivosti anketarjev. Posamezne
dele dneva, ko lahko opravljamo klice, bomo imenovali delovne izmene (angl. shift).
Splosno bi lahko povzeli, da proces klicanja poteka v ve¢ korakih, vsak korak pa je
razdeljen na delovne izmene.

Odlocitev, kdaj bomo ponovno poklicali neuspesno kontaktirano telefonsko stevilko,
je odvisna od izida klica. Ce ob klicanju slisimo signal za zasedeno telefonsko
stevilko, je to znak, da je nekdo doma in govori po telefonu ali pa ima vkljucen
internet. V takem primeru je smiselno ponovno poklicati v isti izmeni, morda cez
10 minut. V primeru, da telefon zvoni v prazno, da se torej nihce ne oglasi, ali pa
je vkljuCena avtomatska tajnica, vemo, da nikogar ni doma, in ni smiselno ponovno
poklicati v isti izmeni trenutnega koraka, ampak v naslednji izmeni istega koraka ali
v katerem od naslednjih korakov. Ob tem pa se postavlja vpraSanje, ali je v nasled-
njih korakih smiselno ponovno poklicati v isti izmeni, kot je bil neuspesen klic ze
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5. Strategija razporejanja telefonskih klicev

opravljen, saj je klicani morda spet odsoten iz istega razloga. Ob tem imamo lahko
na vsakem koraku na voljo vedno iste delovne izmene ali pa se izmene spreminjajo
odvisno od razpolozljivosti anketarjev, kar pomeni, da lahko prvi dan klicemo npr.
zjutraj in zvecer, naslednji dan le popoldne in zvecer.

Ce bi poskusali upostevati vse opisane moznosti, bi bil problem zelo kompleksen.
Najprej se bomo lotili poenostavljenega problema, zato v nadaljevanju privzemimo,
da so na vsakem koraku na voljo iste delovne izmene ter da klicanje poteka tako,
da:

- v prvem koraku poklicemo vse telefonske Stevilke iz vzorca, vsako natanko
enkrat v natanko eni od razpolozljivih izmen,

- v vsakem naslednjem koraku ponovno poklicemo tiste telefonske Stevilke, s
katerimi v predhodnem koraku nismo uspeli vzpostaviti kontakta, in sicer zopet
vsako telefonsko stevilko natanko enkrat v natanko eni od razpolozljivih izmen.

2. Iz dosedanjih raziskav, ki so bile opisane v poglavju 2, je razbrati, da na uspesnost
kontaktiranja v trenutnem koraku vpliva ve¢ dejavnikov, kot so Stevilo predhodnih
klicev, termini in izidi predhodnih klicev, ¢as od zadnjega klica. Na podlagi le-teh
lahko napovemo, kaksen bo izid klica na koncu trenutnega koraka. V nadaljevanju
bomo privzeli, da sta pomembna le dva dejavnika, in sicer:

- izmene, v katerih so bili opravljeni predhodni klici,
- izidi predhodnih klicev.

Tako bomo na koncu vsakega koraka za vsak klic zabelezili izmeno, v kateri je bil
klic opravljen, in izid klica. Dobljeno zaporedje izmen in izidov bomo v nadaljevanju
imenovali zgodovina klica. Vse mozne zgodovine klicev na koncu trenutnega koraka
predstavljajo izhodna stanja tega koraka.

3. Izidov posameznih klicev ne moremo z gotovostjo napovedati vnaprej. Vse mozne
izide posameznega klica na trenutnem koraku lahko le pricakujemo z verjetnostmi,
ki jih bomo imenovali prehodne verjetnosti in so pogojne glede na izmeno, v ka-
teri bo klic opravljen v trenutnem koraku, in glede na zgodovino klica na koncu
predhodnega koraka. Prehodne verjetnosti tvorijo za klice z enako zgodovino, ki so
v trenutnem koraku opravljeni v isti izmeni, verjetnostno porazdelitev.

V poglavju 2 so bili predstavljeni rezultati raziskav, ki so pokazali, da lahko prehodne
verjetnosti na podlagi ustreznih podatkov o klicih in njihovih izidih v podobnih an-
ketah ocenimo vnaprej. Najpogosteje je bila uporabljena logisti¢na regresija. V samo
ocenjevanje prehodnih verjetnosti se ne bomo spuscali, zato bomo privzeli, da smo
jih Ze ocenili in da so njihove ocene nepristranske.
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4. Privzeli bomo Se, da je Stevilo klicev, ki jih lahko opravimo znotraj posamezne
delovne izmene na vsakem koraku, doloteno vnaprej, kar predstavlja dodatne
omejitve pri oblikovanju optimalne strategije. Skupno Stevilo klicev po izmenah,
ki jih lahko opravimo, je namre¢ lahko:

- manjSe od Stevila klicev, ki jih moramo opraviti,
- vecje od stevila klicev, ki jih moramo opraviti,

- enako Stevilu klicev, ki jih moramo opraviti.

V prvem primeru ne uspemo opraviti vseh potrebnih klicev, zato bi morali
preostale klice opraviti v naslednjem koraku. V drugem primeru bi uspeli
opraviti vse potrebne klice, vendar bi bili anketarji neizkoriS¢eni, v tretjem primeru
pa bi uspeli opraviti vse potrebne klice in anketarji bi bili izkoriséeni v celoti.

Zaradi poenostavitve problema bomo privzeli tretjo moznost, da je torej na vsakem
koraku stevilo klicev, ki jih moramo opraviti, enako skupnemu stevilu klicev po
izmenah, ki jih lahko opravimo.

Na kratko lahko celoten problem optimalnega razporejanja telefonskih klicev povzamemo
v Stirih toc¢kah:

- Klicanje poteka v zaporednih korakih. V vsakem koraku poklicemo vse telefonske
Stevilke, ki so bile v predhodnem koraku neuspe$no kontaktirane, in sicer vsako
Stevilko natanko enkrat v natanko eni od izmen. Izjema je le prvi korak, v katerem
poklicemo vse telefonske Stevilke, s katerimi moramo v anketi vzpostaviti kontakt,
zopet vsako Stevilko natanko enkrat v natanko eni od izmen.

- Za vsako telefonsko stevilko zabelezimo izmeno, v kateri smo jo poklicali, in izid
klica. Zaporedje izmen in izidov klica na koncu vsakega koraka smo imenovali
zgodovina klica.

- Izide posameznih klicev lahko pricakujemo vnaprej s prehodnimi verjetnostmi, ki so
pogojne glede na izmeno, v kateri bo klic opravljen v trenutnem koraku, in glede na
zgodovino klica na koncu predhodnega koraka. Izjema je le prvi korak, ker klici Se
nimajo zgodovine in so prehodne verjetnosti pogojne le na izmeno, v kateri bo klic
opravljen.

- Klice optimalno razporedimo po izmenah tako, da bo pricakovano Stevilo uspesno
kontaktiranih klicev ¢im vecje. Za vsako izmeno je Stevilo klicev, ki jih lahko
opravimo, omejeno. Privzeli smo, da je skupno Stevilo klicev po izmenah, ki jih
lahko opravimo, enako Stevilu klicev, ki jih moramo opraviti.

Opisani problem optimizacije je aktualen, ¢e anketar klice in razporeja klice sam.
Njegova odloc¢itev, kdaj bo prvi¢c poklical telefonsko Stevilko in kdaj bo ponovno
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poklical neuspesno kontaktirano telefonsko stevilko, da bo verjetnost vzpostavitve kon-
takta najvecja, je odvisna od njegovih izkusSenj. Z ustrezno oblikovano strategijo razpore-
janja klicev lahko dosezemo vecjo stopnjo kontaktiranja, pri tem pa lahko pricakujemo,
da bo anketar porabil veliko manj ¢asa za klicanje in opravil veliko manj klicev, ker je
Stevilo neuspesno kontaktiranih klicev manjse, kar vpliva na zmanjSanje stroskov ankete.
Prav tako je optimizacija primerna v primeru RDD vzorcenja, ko racunalnik sam izbira
in klice telefonske Stevilke.

Ceprav lahko sama optimizacija razporejanja klicev zmanjsa stroske izvajanja ankete, pa
lahko ocenjevanje prehodnih verjetnosti iz podatkov podobnih anket te stroske bistveno
poveca. Oceniti je potrebno namreé zelo veliko tevilo prehodnih verjetnosti. Stevilo
stanj se na koncu vsakega koraka zelo poveca, zato je potrebno za vsako stanje oziroma
zgodovino klica in za vsako izmeno naslednjega koraka oceniti prehodne verjetnosti za
vsak mozen izid. Oblikovanje strategije za optimalno razporejanje klicev je torej smislno
le, Ge se stopnja kontaktiranja bistveno poveca. Ce je njeno povecanje le za nekaj odstotnih
tock, je nesmiselno vlagati toliko denarja v ocenjevanje prehodnih verjetnosti. Nekoliko
cenejse je, ¢e prehodne verjetnosti ocenimo npr. z logisticno regresijo, saj potrebujemo le
dobre ocene napovednih dejavnikov, ocene prehodnih verjetnosti pa nato izra¢unamo.

Ce se izkaze, da je oblikovanje optimalne strategije predrago, lahko prihranimo veliko
anketarjevega Casa s sistemom vnaprejsnje izbire telefonske stevilke, ki se v praksi pogosto
uporablja in je bil ze opisan v poglavju 2. Omogoca hitro vzpostavljanje kontaktov s kli-
canimi telefonskimi stevilkami, ker klic poveze z anketarjem Sele takrat, ko je vzpostavljen
kontakt z gospodinjstvom. Anketarjev delovni ¢as je tako dobro izkoris¢en, ker ne ¢aka
na zvezo in ne izgublja Casa s telefonskimi Stevikami, s katerimi ni vzpostavljen kon-
takt. Vendar mora biti tudi pri sistemu vnaprejsnje izbire izdelana strategija za ponovno
klicanje telefonskih stevilk, s katerimi ra¢unalnik ni uspel vzpostaviti kontakta. Tako bi
lahko strategijo optimalnega razporejanja telefonskih klicev, ki bo oblikovana, uporabili
tudi pri tem nacinu, vendar Se vedno obstaja problem stroskov ocenjevanja prehodnih
verjetnosti.

Problem neodgovorov zaradi neuspesno kontaktiranih telefonskih stevilk (in zaradi drugih
razlogov) lahko resujemo tudi z utezevanjem. Mera za koristnost utezevanja je srednja
kvadratna napaka (angl. Mean Squared Error, MSE), ki je enaka vsoti kvadrata pristran-
skosti ocene parametra (angl. bias) in variance. Pristranskost ocene je razlika med oceno
parametra in pravo vrednostjo parametra populacije. Veliko Stevilo neodgovorov lahko
dodatno poveca pristranskost, z utezevanjem pa lahko jo zmanjSamo, vendar se pri tem
poveca vzorcna varianca. Ce se MSE po utezevanju zmanjSa, je utezevanje ucinkovito,
saj je zmanjSanje pristranskosti precejSnje v primerjavi s povecanjem variance. V nada-
ljevanju se ne bomo spuscali v podrobnejso analizo MSE.
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5.2 Postavitev matemati¢nega modela

Pri predstavitivi problema razporejanja telefonskih Stevilk je bilo privzetih veliko
predpostavk, ki jih bomo upostevali pri oblikovanju matemati¢nega modela za njihovo
optimalno razporejanje po delovnih izmenah tako, da bo pricakovano Stevilo uspesno
kontaktiranih klicev maksimalno. Privzeto je bilo, da poteka optimizacija zaporedno po
korakih. V nadaljevanju bo pokazano, da problem optimizacije sestavljata na vsakem
koraku dve fazi:

- V prvi fazi s pomocjo operacijskega algoritma optimalno razporedimo klice znotraj
delovnih izmen tako, da dosezemo glede na vnaprej ocenjene prehodne (pogojne)
verjetnosti za uspesno kontaktirane klice maksimalno Stevilo uspe$no kontaktiranih
klicev.

- V drugi fazi s pomocjo prehodnih verjetnosti izracunamo pri¢akovano stevilo posa-
meznih izidov vseh klicev, ki so bili v prvi fazi optimalno razporejeni po izmenah.

Celoten proces optimizacije v zaporednih korakih lahko vidimo na spodnji sliki 5.1.

prvi korak

vsi klici v anketi

]

optimalna
razporeditev 1. faza
klicev po izmenah

izracun
pritakov. §tevila 2. faza
osameznih izidov

drugi korak

uspesno neuspesno
kontaktirani kontaktirani
klici klici

optimalna
razporeditev 1. faza
klicev po izmenah

izracun
pricakov. Stevila | 2. faza
osameznih izidov

tretji korak
uspesno neuspesno
kontaktirani kontaktirani
klici klici

Slika 5.1: Grafi¢ni prikaz razporejanja telefonskih klicev po korakih
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Zaporedno Stevilko koraka bomo oznacili s k, £k =1,2,3,..., in privzeli, da je na vsakem
koraku znotraj delovnega dne na voljo d razlicnih izmen, pri vsakem klicu pa je v vsaki
izmeni mogocih p razli¢nih izidov.

- Izmeno, v kateri je bil opravljen klic na k-tem koraku, bomo oznaéili z *h. Zaloga
vrednosti za ¥h je mnozica vseh razpolozljivih izmen, ki ima mo¢ d. (Npr. za d = 2
vsebuje dve izmeni: npr. popoldan in zvecer.)

- Izid klica na k-tem koraku bomo oznacili z ¥o. Zaloga vrednosti za *o je mnozica
vseh moznih izidov, ki ima mo¢ p. (Npr. za p = 3 imamo tri mozne izide: npr.
uspesno kontaktiran klic, zasedena telefonska stevilka in zvonjenje v prazno.)

Kot smo ze definirali, tvori zaporedje izmen in izidov na koncu k-tega koraka zgodovino
klica. Vsaka mozna zgodovina predstavlja eno od moznih izhodnih stanj koraka. Ker ima
lahko ve¢ klicev enako zgodovino, je frekvenca teh klicev frekvenca izhodnega stanja.
Frekvence vseh moznih izhodnih stanj bomo zapisali v vektor, ki ga bomo imenovali
izhodni vektor stanj. Izhodni vektor stanj ima torej toliko komponent, kot je moznih
zgodovin na koncu k-tega koraka. V nadaljevanju bomo zgodovino, ki pripada i-ti
komponenti izhodnega vektorja stanj k-tega koraka, oznadcili s *r;

kﬂ'i = 1hi 1Oi th 20,‘ . khi kOi

Pri tem je 'h;, 2hy, ... Fh; zaporedje izmen, v katerih je bila opazovana telefonska stevilka
poklicana v prvih k korakih, in lo;, 20;, ... *o; zaporedje izidov teh klicev. Indeks i

oznacuje, da zaporedje izmen in izidov pripada i-ti komponenti izhodnega vektorja stanj.

Ker zelimo v prvem koraku razporediti n klicev, ki §e nimajo zgodovine, je vhodni vektor
stanj prvega koraka enodimenzionalen: °S; = [n]. V nadaljevanju Zelimo na vsakem koraku
vse klice z enako zgodovino razporediti znotraj razpolozljivih d izmen, pri vsakem klicu
pa je znotraj vsake izmene mogocih p razli¢nih izidov. Ker je vhodni vektor stanj v prvem
koraku enodimenzionalen, je vhodni vektor stanj k-tega koraka, ki je enak izhodnemu
vektorju stanj k—1 koraka, dimenzije (d- p)kil. Ce zapisemo pri vsaki komponenti vektorja
Se zgodovino klica na koncu k—1 koraka *~'m;, i = 1,2,..., (d-p)¥~!, je 5.1 vhodni vektor
stanj k-tega koraka, kjer je s;, i = 1,2, ..., (d-p)*~1, frekvenca klicev z enako zgodovino
na koncu k — 1 koraka.

1 S1
k—
T2 S9
S gy = : (5.1)
k_lﬂ(d.p)k71 S(d-p)k—1

Opisani problem je zelo kompleksen, ker dimenzije vektorjev stanj hitro narascajo. Ze pri
npr. dveh razliénih izmenah (d = 2) in pri npr. treh razli¢nih izidih (p = 3) je dimenzija
vhodnega vektorja stanj drugega koraka (2 - 3)(2~1 = 6, tretjega koraka (2-3)3~1 = 36,
Getrtega koraka ze (2-3)(4~1 = 218,
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5. Strategija razporejanja telefonskih klicev

Problem postane nekoliko manj kompleksen, ¢e v vsakem nadaljnjem koraku izpustimo
uspes$no kontaktirane klice, ker zelimo v nadaljevanju vzpostaviti kontakt le z neuspesno
kontaktiranimi klici, kar pomeni, da upostevamo namesto p le p — 1 razli¢nih izidov.
Vhodna vektorja stanj z uspe$no kontaktiranimi klici in brez njih bomo locevali med
seboj po njunih dimenzijah. Oznac¢imo z k_ls(d,(p_l))k—l popravljen vhodni vektor stanj
za k-ti korak.

—im s1
-1
2 S2
k—1
Sap-nr-1 = . : (5.2)
oyt L oSapon)ee

Dimenzije vhodnih vektorjev stanj si zdaj v primeru d = 2 in p = 3 sledijo takole: v
drugem koraku (2-2)3~Y =4, v tretjem (2-2)3~Y =16, v cetrtem (2 - 2)*~1 = 64.

Dodatna omejitev v modelu je Stevilo razpolozljivih klicev, ki jih lahko opravimo po
izmenah na posameznem koraku. Stevilo teh klicev bomo na vsakem koraku zapisali v
vektor, ki ga bomo imenovali vektor razpolozljivih klicev. Za k-ti korak ga bomo oznacili
s *c. Ker je na vsakem koraku d razli¢nih izmen, je vektor *¢ d-dimenzionalen.

kc:(cl, €2, ..y Cq)

Vsota komponent tega vektorja je enaka skupnemu stevilu klicev, ki jih lahko opravimo
po izmenah v trenutnem koraku, in kot smo privzeli, je enaka Stevilu vseh klicev, ki jih
moramo na tem koraku opraviti.

Prva faza optimizacije

V prvem koraku razporejanja klicev v prvi fazi optimizacije optimalno razporedimo po
izmenah vse klice iz vzorca, v vsakem nadaljnjem koraku pa neuspesno kontaktirane klice
predhodnega koraka po razpolozljivih delovnih izmenah tako, da bo glede na prehodne
verjetnosti za nastop uspesno kontaktiranega klica Stevilo uspesno kontaktiranih klicev
maksimalno.

Klice z enako zgodovino razporedimo po izmenah tako, da njihovo frekvenco v vhodnem
vektorju stanj pomnozimo z ustreznimi delezi klicev, ki jih bomo opravili po izmenah.
Oznacimo z

0, i=1,2,...,(d-(p— 1) j=1,2,....d

neznani delez klicev i-te komponente vhodnega vektorja stanj, ki bodo razporejeni v
j-to izmeno. Ti delezi klicev po izmenah predstavljajo odlo¢itvene spremenljivke, katerih
vrednosti moramo dolo¢iti. Odlocitvene spremenljivke so kot delezi nenegativne. Ce je
vrednost spremenljivke enaka 0, potem v pripadajoc¢i izmeni ne bomo opravili nobenega
klica. Ker vsakokrat razporedimo po izmenah vse klice z enako zgodovino, tvorijo pri-
padajoce odlo¢itvene spremenljivke verjetnostno porazdelitev. Odloc¢itvene spremenljivke
lahko za vse klice z enako zgodovino zapiSemo v vrstice matrike, ki jo bomo imeno-
vali operacijska matrika. Ker tvorijo odlo¢itvene spremenljivke po vrsticah verjetnostno
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porazdelitev, je vsota vsake vrstice te matrike enaka 1.

Oznacimo operacijsko matriko za k-ti korak z ¥O. Ker je vhodni vektor stanj k-tega
koraka dimnezije (d- (p —1))*~1, mogoéih pa je d izmen, je operacijska matrika dimenzije
(d-(p—1))*"1 x d in jo lahko zapisemo kot

khl A khd
,1’]'['1 011 o Old
k 7171'2 091 - 024
Clap-yed = (5.3)
O(d-(p—1))k*=D1 " O(d(p—1))(k=1d

Ker Zelimo neuspesno kontaktirane klice k — 1 koraka optimalno razporediti znotraj
delovnih izmen k-tega koraka, moramo vsako komponento vhodnega vektorja stanj 5.2
pomnoziti z ustrezno vrstico operacijske matrike 5.3. To dosezemo tako, da vhodni vektor
stanj najprej diagonaliziramo, kar pomeni, da postanejo komponente vektorja
diagonalni elementi diagonalne matrike, nato pa dobljeno diagonalno matriko pomnozimo
z operacijsko matriko. Ker so v operacijski matriki vsote po vrsticah enake 1, so vsote
po vrsticah produkta diagonaliziranega vhodnega vektorja stanj z operacijsko matriko
enake frekvencam vhodnega vektorja stanj, vsote po stolpcih pa stevilu opravljenih klicev
po izmenah. Ce oznac¢imo diagonalizacijo z D in diagonalno matriko stanj z k_DlS , lahko
opisani postopek predstavimo z naslednjim matemati¢nim modelom

P DS — oS-yt "Owp-nyixa (5:4)

k—1
Sap-ny-t —
Za krajsi opis zgornjega postopka definirajmo novo matri¢no operacijo

a® B = diag(a)B

kjer je diag(a) diagonalizacija vektorja a dimenzije n in B matrika dimenzije n x m.
Operacija ® povzroci, da se vsi elementi i-te vrstice matrike B pomnozijo z i-to kompo-
nento vektorja a. Sama operacija je podrobneje predstavljena v prilogi A.

Matriko
k— k
DS (=11 O p1))1xd

iz modela 5.4 lahko zdaj zapiSemo kot

1S @11 O O p-1)k-1xa
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Ce jo zapiSemo Se eksplicitno, je

kpy khy
k=l §1011 '+ 51014
k—
k—1 k 2 §2021 82024
Sap-1)r1 © O p-1))i-1xd = (5.5)

Druga faza optimizacije
Predpostavimo, da smo v prvi fazi ze doloéili operacijsko matriko, ki jo sicer is¢emo, in
da smo klice z enako zgodovino Ze optimalno razporedili znotraj razpolozljivih izmen.

V drugi fazi bomo na podlagi vnaprej ocenjenih prehodnih (pogojnih) verjetnosti za
posamezne izide izracunali pricakovano Stevilo posameznih izidov za vse klice z enako
zgodovino, da bomo dobili izhodni vektor stanj k-tega koraka. Prehodne verjetnosti, pri-
padajoce klicem z enako zgodovino, ki bodo v trenutnem koraku opravljeni v isti izmeni,
tvorijo verjetnostno porazdelitev in jih po vrsticah zapiSsemo v matriko, ki jo bomo imen-
ovali prehodna matrika. Vsota vsake vrstice v prehodni matriki je enaka 1.

Ker je vhodni vektor stanj na k-tem koraku dimnezije (d - (p — 1))*~!, vsaki komponenti
vektorja pa pripada d delovnih izmen, ima prehodna matrika d- (d- (p —1))*~! vrstic in p
stolpcev, ker je mogocih p izidov. Prehodno matriko, z vsotami po vrsticah enakih 1, na
k-tem koraku oznac¢imo s de.(d_(p,l))kﬂXp.

Vsako vrstico prehodne matrike 5.6 bomo opremili Se z zapisom zgodovine in pripadajoce
izmene. Tako bomo pri i-ti vrstici zapisali *~'7; ¥h;.

01k e Odk
k=1__ k
k71m kZl P11 e Dip
k T2 "2 R
Pa(a(p-1)41xp = . b2t P2y (5.6)
Dd(d-(p—1)) =11 " Pd(d-(p—1))*k—Dp

Komponente izhodnega vektorja stanj k-tega koraka izracunamo tako, da vsak element
matrike 5.5 iz modela 5.4, katere elementi so enaki Stevilu klicev z enako zgodovino v
posamezni izmeni, pomnozimo z ustreznimi verjetnostmi prehodne matrike. Matriko 5.5
najprej vektoriziramo po stolpcih, dobljeni vektor, ki ga oznacimo z k/Sd(d.(p,l))kq, pa
zopet diagonaliziramo in ga pomnozimo s prehodno matriko. Tako dobljena matrika po-
daja pricakovano Stevilo izidov klicev z enako zgodovino. Z njeno vektorizacijo dobimo
izhodni vektor stanj k-tega koraka, ki je hkrati vhodni vektor stanj za naslednji korak.
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Model 5.4 lahko zdaj dopolnimo

Sae-ppr = DS —
— DSy © FOugnp-ixd —'
—Y FSiapenpr = bSwaeenyr — (57)
—  bSuwae-npr Prae-nyor —+
—" "Sapoy

Za krajsi zapis zgornjega postopka definirajmo Se eno novo matri¢no operacijo
AU B = diag(vec(A))B

kjer je diag(vec(A)) matrika, ki jo dobimo tako, da matriko A najprej vektoriziramo po
stolpcih, nato dobljeni vektor diagonaliziramo. Ce je matrika A dimenzije n x m, je diago-
nalna matrika diag(vec(A)) dimenzije (nm) x (nm), zato mora biti matrika B dimenzije
nm X p. Operacija [ povzroci, da se vrstice matrike B po vrsti pomnozijo z elementi po
stolpcih matrike A. Operacija je podrobneje opisana v prilogi B.

Celoten problem optimizacije razporejanja telefonskih klicev na k-tem koraku lahko
opiSemo krajse z modelom

VkS

(' Sap-npr © Oa-nyixd) B Pap-nyp-rp —" "Sap-nyr (68)

Za boljse razumevanje izpiSimo matriko

S p-1yt-1 © *Oa(p-1))-1xa) B P (p-1))h-1xp
Se eksplicitno

k k

01 PR Od
k=1 k
T “hy $1011P11 -+ S1011P1p
k—1

k
o “ho 82021P21 -+ 82021P2p

(5.9)

Ce predpostavimo, da so verjetnosti za nastop uspesno kontaktiranih klicev podane v
prvem stolpcu prehodne matrike 5.6, potem zZelimo doseci ¢im vecjo vsoto prvega stolpca
matrike 5.17.

Na sliki 5.2 je graficno prikazan celoten proces optimalnega razporejanja telefonskih klicev
na enem koraku, za katerega moramo na zacetku poznati vhodni vektor stanj, prehodno
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matriko in vektor razpolozljivih klicev po izmenah. V prvi fazi klice, ki jih moramo opra-
viti, optimalno razporedimo po izmenah tako, da je Stevilo uspesno kontaktiranih klicev
maksimalno, v drugi fazi pa za vse klice izracunamo pricakovano Stevilo posameznih
izidov. Izhodni rezultat vsakega koraka je izhodni vektor stanj.

VHODNI PODATKI ALGORITEM IZHODNI REZULTAT
vhodni vektor stanj I faza 2. faza
optimalna izracun
prehodna matrika razporeditev pricakovanega izhodni vektor stanj
»  klicev Stevila posameznih >
vektor razpolozljivih po izmenah izidov

klicev po izmenah

Y

Slika 5.2: Shema optimalnega razporejanja telefonskih klicev na k-tem koraku

Hitro lahko ugotovimo, da opisani proces razporejanja klicev na vsakem koraku posebej
ustreza pogojem markovskega odlocitvenega procesa, kjer je:

- prostor stanj na zacetku procesa mnozica vseh moznih zgodovin na zacetku trenut-
nega koraka, prostor stanj na koncu procesa pa mnozica vseh moznih zgodovin na
koncu trenutnega koraka,

- mnozica odlo¢itev v procesu mnozica odlo¢itvenih spremenljivk v operacijski
matriki, katerih vrednosti so enake verjetnostim za izbor izmen, v katerih bodo
opravljeni posamezni klici,

- mnozica prehodnih verjetnosti podana s prehodno matriko,
- korist v procesu Stevilo uspesno kontaktiranih klicev.

Optimalna strategija procesa ustreza na vsakem koraku optimalni razporeditvi
telefonskih klicev po delovnih izmenah in zagotavlja maksimalno pricakovano Stevilo
uspesno kontaktiranih klicev.

5.3 ResSitev matemati¢nega modela

Predpostavili smo, da telefonsko anketiranje poteka v ve¢ zaporednih korakih, na vsakem
koraku pa zelimo po izmenah optimalno razporediti klice, ki v predhodnem koraku niso
bili uspesno kontaktirani, razen v prvem koraku, ko razporedimo po izmenah vse klice. Na
vsakem koraku posebej je potrebno doloéiti operacijsko matriko po modelu 5.8 tako, da
bo stevilo uspesno kontaktiranih klicev maksimalno, kar pomeni, da zelimo maksimizirati
vsoto tistih stanj izhodnega vektorja, ki podajajo uspesno kontaktirane klice.
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Na vsakem koraku moramo doloc¢iti vrednosti odlo¢itvenih spremenljivk, ki so kot
elementi operacijske matrike verjetnosti, s katerimi razporedimo neuspesno kontaktirane
klice predhodnega koraka po delovnih izmenah. Iz navade oznaCimo neznano operacijsko
matriko kO(d,(p_l))k—lxd z kX(d_(p_l))kqxd, ki naj bo

khl khd
m T11 T1d
k k_l PRI
Xap-vp-ixa= z21 T34 (5.10)
L(d-(p—1))k=D1 *°  LT(d(p—1))k-1d

Vsota vsake vrstice v operacijski matriki je enaka 1, vsote po stolpcih pa se nanasajo na
razpolozljivost anketarjev. Ker vrednosti odlo¢itvenih spremenljivk ne poznamo vnaprej,
ne vemo, koliksne bodo njihove vsote po stolpcih, ¢eprav vemo, koliko klicev lahko
opravimo po delovnih izmenah. Zato bomo namesto matrike kX(d,(p_l))k—lxd optimirali
matriko 5.11 iz modela 5.4, v kateri je vsota vsake vrstice enaka istolezni komponenti
vhodnega vektorja stanj, vsote po stolpcih pa Stevilu klicev, ki jih lahko opravimo po

posameznih izmenah.

khy khy
M $1T11 +++ S1%1d S1
- N ) S2T21 -+ 8224 S2
T Sap O K@ pyixa = AR SRR
C1 “e Cd
Se¢, i=1,2, ..., d, so oznacene komponente vektorja ¥c in podajajo stevilo klicev, ki

jih lahko opravimo po izmenah.

Cilj optimizacije je, da na vsakem koraku posebej dolo¢imo vrednosti odloc¢itvenih
spremenljivk v operacijski matriki. Po predpostavkah pri formulaciji problema in glede
na oznacCbe, ki so bile vpeljane, lahko za k-ti korak povzamemo v matemati¢ni obliki
naslednje ugotovitve:

1. Odlocitvene spremenljivke
zij, i=1,....,(d-(p—1)*V  j=1,...d

v operacijski matriki ¥ X (d-(p—1))k~1xd SO verjetnosti, s katerimi razporedimo klice po
izmenah, zato ustrezajo pogoju nenegativnosti:

2i; >0, YVi=1,....(d-(p—1)*V, vj=1,....d (5.12)
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2. Vsote po vrsticah v matriki 5.11
k— k
1S(d'(p—l))‘“*1 © "X (d(p-1))k~1xd

so enake komponentam vhodnega vektorja stanj k_ls(d,(p_l))k—l, kar lahko zapisemo
v matric¢ni obliki

("S- © *Xaprrpeina) 1= Sa oy (5.13)
kjer je1 = (1,1,...,1)7 vektor dimenzije d. V eksplicitni obliki zapisan sistem enacb
je

d
ZSZ'{L'Z']' =5, Vi= 1,...,(d~ (p— 1))(’671) (5.14)
j=1

3. Vsote po stolpcih v matriki 5.11
k_ls(ﬂl-(p*l))’“*1 © kX(d-(pfl))’“*Xd

so enake §tevilom klicev, ki jih lahko opravimo po posameznih delovnih izmenah. V
matri¢ni obliki zapisan sistem je

17 (kils(d.(p,l))k—l O] kX(d-(p—l))k—1Xd> =ke (5.15)
kjer je 17 = (1,1,...,1) vektor dimenzije (d-(p—1))*~1. V eksplicitni obliki zapisan
sistem enacb je

(d-(p—1))k=1)
Z SiTij = Cj, Vj: 1,...,d (5.16)

=1

4. Na k-tem koraku zelimo klice razporediti tako, da bo Stevilo uspesno kontaktiranih
klicev maksimalno, zato moramo najprej izrac¢unati pricakovano Stevilo posameznih
izidov za klice z enako zgodovino za vsako izmeno, kar storimo z matriko 5.17

1S (@ ey © P X (@ pmryr-1xd) B Paaipo1)t-1xp
iz modela 5.8.

k k

01 ce . Od
k—1_ k
™ “hy 51T11P11 **° S1T11P1p
k=1, k
T “ha S2X21P21 - S2X21P2p
(5.17)
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Predpostavimo, da verjetnosti za nastop uspesno kontaktiranih klicev v prehodni
matriki de_(d_(pil))k—lxp podaja prvi stolpec, zato iS¢emo maksimum vsote prvega
stolpca matrike 5.17, kar lahko v matri¢ni obliki zapisemo kot

" =1T (T Sy © F X @peyiixa) B Pagapotyi-ixp) - Br o (5.18)

kjer je 17 = (1,1,...,1) vektor dimenzije d - (d - (p — 1))¥~! in E; = (1,0,0,...,0)
enotski vektor dlmenmje p.

V eksplicitni obliki zapisan izraz je enak

(d-(p—1))k=t g d(d-(p—1))F~

f= Z > Z Si%ijPk1 (5.19)
7j=1

Hitro lahko ugotovimo, da tocke 1. do 4. ustrezajo definiciji linearnega programa iz
poglavja 4.2:

- Verjetnosti v operacijski matriki, s katerimi razporedimo klice po izmenah in so
podane v tocki 1. s pogojem 5.12, so nenegativne odlocitvene spremenljivke
linearnega programa.

- Tocki 2. in 3. podajata omejitve v linearnem programu. Sistem enacb 5.13 oziroma
5.14 doloca, da so vsote po vrsticah v matriki 5.11 enake Stevilu klicev z enako
zgodovino, ki jih moramo na k-tem koraku optimalno razporediti. Sistem enacb
5.15 oziroma 5.16 doloca, da morajo biti vsote po stolpcih v matriki 5.11 enake
stevilu klicev, ki jih lahko opravimo po izmenah.

- Izraz 5.18 oziroma 5.19 v tocki 4. je ciljna funkcija linearnega programa. Ker je
njena vrednost enaka Stevilu uspesno kontaktiranih klicev, iSéemo njen maksimum.

Pri tem so bile upoStevane in izpolnjene vse predpostavke linearnega programa o
linearnosti, zveznosti in gotovosti iz tocke 4.1:

- Ciljna funkcija ¥ f ter izrazi na levi strani sistemov omejitvenih enacb 5.14 in 5.16
so linearne kombinacije odlocitvenih spremenljivk x;;.

- Vrednosti odlocitvenih spremenljivk z;; so verjetnosti, ki lahko zavzamejo katerokoli
vrednost iz intervala [0, 1], zato je izpolnjen pogoj zveznosti.

- Vhodni podatki pri telefonskem anketiranju so Stevilo telefonskih stevilk, ki jih
moramo poklicati, vnaprej ocenjene prehodne matrike stanj za vse korake in Stevilo
klicev, ki jih lahko opravimo po izmenah. Ti podatki so doloc¢eni z gotovostjo.

Koeficienti ciljne funkcije so na vsakem koraku posebej enaki produktom ustreznih
frekvenc vhodnega vektorja stanj in verjetnosti za nastop izida uspesno kontakti-
ranje. Ceprav je sam proces stohasticen, ker pricakujemo izide klicev s prehodnimi
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verjetnostmi, je na zacetku vsakega koraka Stevilo klicev, ki jih moramo opraviti
v trenutnem koraku, znano vnaprej. Privzamemo lahko, da je ta vhodni podatek
za linearni program podan z gotovostjo, iz Cesar sledi, da so tudi koeficienti ciljne
funkcije in sistema omejitvenih enacb doloceni z gotovostjo.

O oblikovanem linearnem programu lahko povemo Se ve¢, ¢e ga primerjamo s klasiénim
transportnim problemom, ki je bil opisan v poglavju 4.6:

- Pri razporejanju telefonskih klicev lahko stanja klicev na zacetku koraka obravna-
vamo kot izvore, izmene, v katerih lahko opravimo vnaprej doloc¢eno stevilo klicev,
pa kot ponore.

- Pri transportnem problemu so vrednosti odloc¢itvenih spremenljivk enake koli¢inam
materiala, ki ga prepeljemo od posameznega izvora do posameznega ponora, pri
razporejanju klicev pa so vrednosti odlo¢itvenih spremenljivk enake delezem klicev
posameznih stanj, ki jih razporedimo po razpolozljivih izmenah.

- Pri transportnem problemu iséemo minimum ciljne funkcije, katere vrednost je enaka
skupnim prevoznim stroskom, pri razporejanju klicev pa is¢emo maksimum ciljne
funkcije, katere vrednost je enaka skupnemu Stevilu uspesno kontaktiranih klicev.
Pri transportnem problemu so utezi v ciljni funkciji prevozni stroski na enoto ma-
teriala od posameznega izvora do posameznega ponora, pri razporejanju klicev
pa produkti ustreznih frekvenc vhodnega vektorja stanj in verjetnosti za nastop
uspesno kontaktiranih klicev za vsa vhodna stanja koraka, ki so bila razporejena v
vse razpolozljive izmene.

Obravnavani problem torej na vsakem koraku posebej ustreza pogojem transportnega
problema, ki ga lahko resimo s simpleksno metodo, za kar je potrebno sistem omejitvenih
linearnih enacb 5.14 in 5.16 zapisati v kanoni¢ni obliki, da bo v vsaki enac¢bi nastopala
natanko ena spremenljivka, ki bo imela v tej enacbi koeficient 1, v vseh ostalih enacbah
pa koeficient 0. Enacbe 5.14 ustrezajo temu pogoju, v ena¢bah 5.16 izpolnimo ta pogoj
tako, da vsaki enacbi priStejemo po eno umetno spremenljivko. Ker je linearni program
pri razporejanju telefonskih klicev zaradi predpostavke, da je skupno stevilo klicev, ki jih
moramo opraviti v k-tem koraku, enako skupnemu Stevilu klicev, ki jih lahko opravimo
po izmenah, uravnotezen, lahko eno od enac¢b 5.14 in 5.16 izpustimo, ker je Ze dolocena
z ostalimi ena¢bami, recimo enac¢bo za j = d. Potem potrebujemo le d — 1 umetnih spre-
menljivk, ki jih ozna¢imo z u;, j = 1,...,d— 1. Linearni program s sistemom omejitvenih
enacb v kanonic¢ni obliki je potem

0, Vi=1,....(d-(p—1)FV, vj=1,....d
0, Vji=1,....,d—1

wij

ALY,

g
d
Zsixij = S, Vi=1,...,(d~(p—l))(k_l)
7j=1
(d-(p—1)) k=1

Z (sixij+uj) = ¢, Vj=1,...,d-1
=1
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Pri danih pogojih is¢emo maksimum ciljne funkcije

Z Z Sixijpkl (5.20)

; =1 k=1

(d(p=1))*"" a d(d(p-1))F"
=1 j=

Metoda simpleksov bo optimalno razporedila neuspesno kontaktirane klice predhodnega
koraka tako, da bo v trenutnem koraku razporedila najvecje stevilo klicev z enako zgodovino
v tiste izmene, v katerih je verjetnost kontaktiranja najvecja.

5.4 Analiza rezultatov in evalvacija

5.4.1 Analiza predpostavk modela

Pri formulaciji modela je bilo postavljenih veliko predpostavk, s katerimi je bil model
poenostavljen.

Zelo pomembna je bila predpostavka, da vsako telefonsko Stevilko na vsakem koraku
poklicemo natanko enkrat v natanko eni od izmen. Lahko bi dopustili tudi moznost,
da isto telefonsko stevilko poklicemo veckrat v isti izmeni ali da isto telefonsko Stevilko
poklicemo Se v kateri drugi izmeni istega koraka. V obeh primerih bi dobili nekaj ve¢
moznih izhodnih stanj, za katere bi morali dodatno oceniti prehodne verjetnosti za nastop
posameznih izidov. Obe moznosti bi bili primerni, ¢e bi bila telefonska Stevilka v ¢asu kli-
canja npr. zasedena, ker bi to pomenilo, da je nekdo doma in ga bomo s ponovnim klicem
v isti ali naslednji izmeni istega dne uspeli kontaktirati. Zasedene telefonske Stevike bi
npr. poklicali ¢ez 10 minut, zato bi morali oceniti prehodne verjetnosti za izide teh klicev.
Za ostale stevilke, ki jih ne bi ponovno poklicali v tej izmeni, npr. tiste, ki so imele izid
zvonjenje v prazno, bi doloéili izid nepoklicana telefonska stevilka. Ne glede na obseznost
opisanih moznosti, bi bilo problem Se vedno mogoce zapisati kot linearni program in ga
resiti z metodo simpleksov.

Postavljena je bila tudi predpostavka o zmogljivosti anketarjev oziroma predpostavka o
Stevilu klicev, ki jih lahko opravimo po izmenah na vsakem koraku. Predpostavili smo, da
je zmogljivost natanko toliksna, kot je Stevilo klicev, ki jih moramo opraviti. Ce bi bila
zmogljivost manjsa, bi morali preostale klice opraviti v naslednjem koraku, zato bi med
izide morali dodati §e moznost, da klic ni bil opravljen. Ce bi bila zmogljivost vecja od
stevila klicev, ki jih moramo opraviti na trenutnem koraku, bi morali dodati navidezne
klice, da bi linearni program uravnotezili. V vseh opisanih primerih bi problem Se vedno
re§ili z linearnim programom.

Na vsakem koraku smo izlocili uspesno kontaktirane klice, da smo problem nekoliko
poenostavili. Ce bi upostevali tudi te klice, bi morali zanje v prehodni matriki v nasled-
njem koraku dolociti za izid uspesno kontaktiran klic prehodno verjetnost 1, za vse ostale
izide pa 0, kar ne bi spremenilo nacina reSevanja problema.
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5.4.2 Lastnosti modela

Opisani problem razporejanja telefonskih klicev je po naravi stohastic¢en dinamicen
odlocitveni proces s konéno mnogo diskretnimi stanji v diskretnem ¢asu.

Pri oblikovanju modela je bilo potrebno posebno pozornost posvetiti trem vprasanjem,
in sicer ali problem ustreza pogojem markovskega odloc¢itvenega problema, ali lahko
pois¢emo njegovo optimalno resitev na vsakem koraku z linearnim programom ter ali
so koeficienti linearnega programa doloceni z gotovostjo.

Pokazano je bilo, da proces razporejanja klicev na vsakem koraku posebej ustreza
pogojem markovskega odlo¢itvenega procesa, pri katerem prostor stanj na zac¢etku procesa
ni enak prostoru stanj na koncu, ker se zaradi odlo¢itev v procesu Stevilo stanj poveca.
Prav tako je bilo pokazano, da optimalno resitev procesa pois¢emo z linearnim pro-
gramom, ker so ciljna funkcija in sistem omejitvenih enacb linearne funkcije odloc¢itvnih
spremenljivk. Predpostavka o gotovosti koeficientov linearnega programa v prvi fazi op-
timizacije je bila upravicena, ker so frekvence posameznih stanj in prehodne verjetnosti
na zacCetku vsakega koraka znane vnaprej, stohasticnost procesa pa se kaze v drugi fazi
optimizacije, ko izracunamo pricakovano stevilo posameznih izidov.

Ce predpostavimo, da klicemo v konéno mnogo korakih, je ¢as konéna diskretna
spremenljivka. Pri oblikovanju predpostavk modela nismo privzeli nobenih omejitev glede
Stevila korakov, zato lahko opisani problem obravnavamo kot neskonéen proces, ¢eprav
ta moznost ne opisuje realne situacije, ker nikoli ne klic¢emo neskon¢no dolgo.

Pri anketiranju ponovno poklicemo le tiste telefonske Stevilke, pri katerih nismo uspeli
vzpostaviti nobenega kontakta z nobenim ¢lanom gospodinjstva, telefonske Stevilke, s ka-
terimi pa smo vzpostavili kontakt, ne bomo veé klicali. Stevilke, ki jih ponovno pokli¢emo,
lahko svoje stanje ohranijo ali spremenijo. Tako lahko Stevilka, na katero se v predhodnem
koraku ni nih¢e oglasil, ostane v naslednjem koraku Se vedno neodgovorjena ali spremeni
svoje stanje v npr. zasedeno telefonsko Stevilko. Vendar, ko je klic enkrat uspesno kon-
taktiran, svojega izida ne spremeni ve¢, ker ga ne razporejamo naprej. Na vsakem koraku
torej nekaj izidov postane uspesno kontaktiranih, ostali pa ohranijo ali spremenijo svoje
stanje, od koder lahko sklepamo, da bi bili po dovolj velikem Stevilu korakov wvsi klici
uspesno kontaktirani. V realni situaciji se omejimo na kon¢no mnogo korakov, zato je
pri velikem Stevilu potrebnih klicev v raziskavi pricakovati, da bo ostalo nekaj klicev
neuspesno kontaktiranih.

5.4.3 Postoptimalna analiza in testiranje veljavnosti modela

Postoptimalna analiza obravnava vpliv spreminjanja vrednosti koeficientov ciljne funkcije,
koeficientov na levi strani omejitvenih enacbh in koeficientov na desni strani omejitvenih
enacb na optimalno reSitev linearnega programa. Pri razporejanju neuspesno kontak-
tiranih telefonskih klicev so koeficienti linearnega programa doloceni s Stevilom klicev,
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ki jih moramo opraviti v raziskavi, s prehodnimi verjetnostmi in s Stevilom klicev, ki
jih lahko opravimo po izmenah. Postoptimalna analiza bi vklju¢evala predvsem obrav-
navo vpliva spremembe prehodnih verjetnosti in spremembe Stevila klicev, ki jih lahko
opravimo po izmenah, na optimalno resitev.

Postoptimalna analiza bi lahko vkljucevala tudi obravnavo vrednosti dualnih spremenljivk.
Dualni linearni program bi za obravnavani problem oblikovali, kot je bilo opisano v
poglavju 4.6.1. Vrednosti dualnih spremenljivk bi povedale, za koliko bi se spremenilo
skupno §tevilo uspesno kontaktiranih klicev, ¢e bi za eno enoto spremenili eno od kon-
stant na desni strani omejitvenih enach, torej frekvenco klicev z enako zgodovino, ali pa
Ce bi za eno enoto spremenili razpolozljivost anketarjev v eni od izmen.

Za testiranje veljavnosti modela nimamo trenutno nobenega prijema, zato bomo v
naslednjem poglavju izvedli simulacijo, ki nam bo v pomo¢ pri razmisljanju o tem vprasanju.
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6. SIMULACIJA RAZPOREJANJA
TELEFONSKIH KLICEV

V nadaljevanju je, za ilustracijo, prikazana simulacija oblikovane optimalne strategije
razporejanja telefonskih klicev. Prehodne matrike, ki bi jih bilo potrebno oceniti na
podlagi podatkov podobnih anket, so izmisljene, vendar simulacija kljub temu dobro sluzi
za razumevanje strategije.

Za preverjanje uc¢inkovitosti oblikovane strategije je narejena Se simulacija naklju¢nega
razporejanja telefonskih klicev, ki ustreza anketarjevi samostojni odloc¢itvi, kako bo na
posameznem koraku razporedil klice po delovnih izmenah. Anketarjeva razporeditev je za
vsak korak podana z matriko, ki ima enak pomen kot operacijska matrika pri optimalni
strategiji. Njeni elementi po vrsticah so enaki verjetnostim, s katerimi bi anketar klice z
enako zgodovino poklical v razpolozljivih izmenah, in so za namen simulacije izmisljene.

Simulacije so bile opravljene s programskim paketom R. Metoda simpleksov je bila
izvedena s funkcijo simpler iz knjiznice boot, ki zahteva naslednje argumente:
koeficiente ciljne funkcije, matriko koeficientov sistema omejitvenih enacb (ali neenacbh)
ter koeficiente desne strani omejitvenih enacb (ali neenacb), ki sem jih oblikovala za vsak
korak.

Za obe simulaciji bomo privzeli nekaj skupnih predpostavk. Najprej privzemimo, da zelimo
vzpostaviti kontakt s 1000 telefonskimi Stevilkami ter da lahko vsak dan oziroma na
vsakem koraku klicemo v dveh izmenah (d = 2):

- popoldne (P) ali
- zvecer (Z).
Privzemimo tudi, da se lahko v vsaki izmeni zgodijo trije razli¢ni izidi (p = 3):
- kontaktiranje je bilo uspesno oziroma klic je bil odgovorjen (O),
- nihée ni dvignil slusalke oziroma klic je bil neodgovorjen (N),

- telefonska Stevilka je bila zasedena (B).



6. Simulacija razporejanja telefonskih klicev

Privzeli bomo Se, da je v obeh primerih na vsakem koraku uporabljena ista prehodna
matrika. Z upoStevanjem ugotovitev dosedanjih raziskav so prehodne verjetnosti za nastop

uspes$no kontaktiranih klicev izbrane tako, da so v vsakem koraku manjse kot v predhod-
nih korakih.

Razporejanje klicev bo v obeh primerih narejeno za Sest zaporednih korakov, zato
predpostavimo Se, da je v obeh primerih na vsakem koraku enaka razpolozljivost anketar-
jev. Privzemimo, da lahko na prvem koraku opravimo v popoldanski izmeni 300 klicev,
zvecer pa preostalih 700. Na drugem koraku lahko opravimo popoldne 200 klicev in zvecer
preostale klice, na tretjem, ¢etrtem, petem in Sestem koraku pa popoldne 50 klicev, ostale
klice zopet zvecer.

6.1 Simulacija optimalnega razporejanja telefonskih
klicev

Prvi korak (k= 1):
Naj bo prehodna matrika prvega koraka

(@) N B
k 1 _ P 0.5 04 0.1 (6.1)
Pd~(d~(p—1))’“—1xzo = Pas= A [ 06 02 02 }

Ce je bil klic prvega dne opravljen popoldne, je verjetnost za uspesno kontaktiranje 0.5,
za neodgovorjen klic 0.4 in za zasedeno telefonsko stevilko 0.1. Ce pa je bil klic opravljen
zvecer, je verjetnost za uspesno kontaktiranje 0.6, za neodgovorjen klic 0.2 in za zasedeno
telefonsko stevilko 0.2.

Privzeli smo, da zelimo vzpostaviti kontakt s 1000 telefonskimi Stevilkami, zato je vhodni
vektor stanj prvega koraka

P18 g pyr-r = 081 = [1000] (6.2)

Ker je vhodni vektor stanj enodimenzionalen, klice pa lahko opravljamo v dveh izmenah,
je neznana operacijska matrika, s pomocjo katere razporedimo klice znotraj posameznih
izmen, dimenzije 1 x 2. Ce jo ozna¢imo z ' X9, je

- (6.3)
kX(d(p—l))’“—lxd = 11X = [ 211 212 ] .

Z x17 > 0 je oznacena verjetnost, da bo klic opravljen popoldne, in z x12 > 0, da bo
opravljen zvecer. Po lastnostih operacijske matrike je vsota vrstice matrike 6.3 enaka 1.
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Sistem omejitvenih enach linearnega programa dolo¢a matrika 6.4.

P Z

4
081 ®'X1x2 = [ 1000211  1000z12 ] (6-4)

Ker je v matriki 6.4 vsota vrstice enaka 1000, vsota prvega stolpca 300 in vsota drugega
stolpca 700, je sistem omejitvenih enach

1000x11  + 1000x12 = 1000
1000z 11 300

Tretja enacba 1000x12 = 700 ni potrebna, ker je linearni program uravnotezen. Dolocena
je ze z enatbama 6.1, ker je vsota po vrsticah v matriki 6.3 enaka vsoti po stolpcih.

Doseci zelimo ¢im vecje Stevilo uspesno kontaktiranih klicev, zato iS¢éemo maksimum ciljne
funkcije, ki je glede na to, da so verjetnosti za izid uspesno kontaktiranih klicev v matriki
6.1 podane v prvem stolpcu, enaka vsoti prvega stolpca matrike 6.5 iz modela 5.8.

O N B
0 1 1 P 5002117 400x71; 100x11 (65)
(510 X)) B Poxs = 600z15 200z15 20019

Ciljna funkcija, katere maksimum iS¢emo, je zato
f(z11,x12) = 500217 + 600212

Resitev linearnega programa je operacijska matrika

P Z

X1, 0=[03 07] (6.6)

7 mnozenjem vhodnega vektorja stanj 6.2 in matrike 6.6 dobimo matriko 6.7, ki podaja
optimalno razporeditev klicev po izmenah.

P Z

081 ® ' Xix2 = [ 300 700 ] (6.7)

Opravimo naj torej 300 klicev popoldne in 700 klicev zvecer, kar ob danih zacetnih pogo-
jih in podatkih ni presenetljiv rezultat, saj klici v prvem koraku Se nimajo zgodovine.
Matrika 6.8 iz modela 5.8 pove pricakovano stevilo uspesno kontaktiranih klicev (O),
neodgovorjenih klicev (V) in pricakovano Stevilo zasedenih telefonskih stevilk (B) po

izmenah.
O N B
P 150 120 30 (6.8)
0 1 1 —
(510 O1x2) O " Paxz =, 420 140 140]
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Po vektorizaciji matrike 6.8 dobimo izhodni vektor stanj prvega koraka 6.9.

PO ZO PN ZN PB ZB

1S =1[ 150 420 120 140 30 140 ] (6.9)

Pri vsakem stanju izhodnega vektorja je zapisana zgodovina klicev tega stanja. Tako
pomeni zapis PO pri prvi komponenti vektorja, da je bilo 150 klicev opravljenih popoldne
(P) z izidom uspe$no kontaktiranje (O). Komponente izhodnega vektorja povedo, da
lahko po prvem koraku pricakujemo 570 uspesno kontaktiranih klicev (150 popoldne in
420 zvecer), 260 neodgovorjenih klicev (120 popoldne in 140 zvecer) ter 170 zasedenih
telefonskih stevilk (30 popoldne in 140 zvecer).

Drugi korak (k = 2):

Iz izhodnega vektorja stanj prvega koraka 6.9 izlo¢imo uspesno kontaktirane klice in
v nadaljevanju optimalno razporedimo le klice, ki v prvem koraku niso bili uspesno
kontaktirani. Tako je 6.10 vhodni vektor stanj drugega koraka.

PN ZN PB ZB

1S, =1120 140 30 140 | (6.10)

Vsota komponent vektorja 6.10 pove, da je potrebno opraviti 430 klicev. Glede na
predpostavke jih 200 lahko opravimo popoldne, preostalih 230 pa zvecer. Prehodna
matrika drugega koraka je dimenzije 8 X 3, njeni elementi pa naj bodo

0O N B
PNP (04 02 04 ]
ZNP 0.3 0.3 04
PBP 05 0.3 0.2
op . _ ZBP 04 0.3 0.3 (6.11)
8X3 = pNz 04 03 0.3
ZNZ 05 03 0.2
PBZ 04 02 04
ZBZ 05 04 0.1

V wvsaki vrstici prehodne matrike je zapisana zgodovina klica na koncu prvega koraka
in izmena, v kateri bo klic opravljen v trenutnem koraku. Tako zaporedje PN P v prvi
vrstici pomeni, da je bil klic v prvem koraku opravljen popoldne P z izidom neodgovorjen
klic N, v drugem koraku pa bo opravljen popoldne P. Za vse klice z zgodovino PN P je
verjetnost za uspesno kontaktiranje 0.4, za zvonenje v prazno 0.2 in za zasedeno Stevilko
0.4.

Ce oznac¢imo neznano operacijsko matriko drugega koraka, katere odloéitvene spremenljivke
ustrezajo pogoju nenegativnosti, z 2X,yo, je
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6. Simulacija razporejanja telefonskih klicev

P Z
PN T11  T12

2X _ PB T21 T22 (612)
4x2 ZN T31 T32
ZB T41  T42

Vsota vsake vrstice v matriki 6.12 je zopet enaka 1.

Tako kot v prvem koraku, tudi tu zapiSemo na podlagi matrike 6.13 sistem omejitvenih
linearnih enacb, ¢e upostevamo, da so njene vsote po vrsticah enake komponentam vhod-
nega vektorja 6.10, da je vsota prvega stolpca 200 in vsota drugega stolpca 230, vendar
zaradi uravnotezenosti linearnega programa zadnja enacba zopet ni potrebna.

P z
PN 120x11 120212
1 2 __ PB 140221  140x22 (613)
84 © X4><2 ~  ZN 30231 30x32
ZB 140241 140242
Sistem omejitvenih enacb je za drugi korak
120211+ 120x12 = 120
140201+ 14022 = 140
30z51+ 3032 = 30
140241+ 140x42 = 140
12011+ 140z214+ 30x31+ 140z41 = 200

Is¢emo vrednosti odlocitvenih spremenljivk, ki ustrezajo sistemu omejitvenih enach, tako
da bo imela ciljna funkcija

f(xu, . ,$42) = 48$11 + 42.%21 + 15%31 + 56%41 + 481’12 + 701’22 + 121’32 + 7O£E42

ki je vsota prvega stolpca matrike (154 ® 2X4X2) [02Psy3 iz modela 5.8, maksimum.

Optimalno razporeditev klicev po izmenah drugega koraka podaja matrika 6.14.

P Z
PN 120 0

1 9 _ PB 0 140 (6.14)
S10 X2 = 4y 30 0
ZB 50 90
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Matrika 6.15 podaja pricakovano Stevilo uspesno kontaktiranih klicev, neodgovorjenih

klicev in zasedenih telefonskih Stevilk na koncu drugega koraka.

(1S4 ®2Xyx2) D2 Psy3 =

7 vektorizacijo matrike 6.15 dobimo izhodni vektor drugega koraka 6.16.

PNPO
ZNPO
PBPO
ZBPO
PNZO
ZNZO
PBZO
ZBZO
PNPN
ZNPN
PBPN
ZBPN
PNZN
ZNZN
PBZN
ZBZN
PNPB
ZNPB
PBPB
ZBPB
PNZB
ZNZB
PBZB
ZBZB

2854 =

PNP
ZNP
PBP
ZBP
PNZ
ZNZ
PBZ
ZBZ

48
0
15
20
0
70
0
45
24
0
9
15
0
42
0
36
48

o

48
0
15
20
0
70
0
45

N
24

(6.15)

(6.16)

Komponente vektorja 6.16 povedo, da je skupno pri¢cakovano stevilo uspesno kontaktiranih

klicev enako 198, skupno stevilo neodgovorjenih klicev 126 in skupno stevilo zasedenih

telefonskih stevilk 106.
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Tretji korak (k = 3):

V tretjem koraku je potrebno optimalno razporediti 232 klicev, ki v drugem koraku niso

bili uspesno kontaktirani.

Vhodni vektor stanj tretjega koraka je izhodni vektor stanj drugega koraka 6.16 brez

uspesno kontaktiranih klicev. Upostevali bomo, da lahko v popoldanski izmeni opravimo

50 klicev, preostalih 182 pa zvecer.

Matrika prehodnih verjetnosti je za tretji korak dimenzije 32 x 3, njeni elementi pa naj

bodo

PNPNP
ZNPNP
PBPNP
ZBPNP
PNZNP
ZNZNP
PBZNP
ZBZNP
PNPBP
ZNPBP
PBPBP
ZBPBP
PNZBP
ZNZBP
PBZBP
ZBZBP
PNPNZ
ZNPNZ
PBPNZ
ZBPNZ
PNZNZ
ZNZNZ
PBZNZ
ZBZNZ
PNPBZ
ZNPBZ
PBPBZ
ZBPBZ
PNZBZ
ZNZBZ
PBZBZ
ZBZBZ

3 _
P3oy3 =

o
[ 0.1
0.1
0.2
0.3
0.3
0.2
0.1
0.2
0.2
0.2
0.3
0.1
0.1
0.3
0.1
0.2
0.2
0.1
0.3
0.2
0.1
0.2
0.2
0.3
0.3
0.1
0.3
0.2
0.1
0.2
0.3

| 0.2

N

0.4
0.6
0.3
0.2
0.1
0.3
0.1
0.1
0.4
0.7
0.5
0.3
0.5
0.4
0.4
0.5
0.3
0.5
0.3
0.1
0.4
0.5
0.3
0.2
0.1
0.7
0.4
0.4
0.5
0.5
0.5
0.6

B
0.5 ]
0.3
0.5
0.5
0.6
0.5
0.8
0.7
0.4
0.1
0.2
0.6
0.4
0.3
0.5
0.3
0.5
0.4
0.4
0.7
0.5
0.3
0.5
0.5
0.6
0.2
0.3
0.4
0.4
0.3
0.2

0.2 |

(6.17)

Podobno kot v prvem in drugem koraku zapiSemo linearni program, katerega resitev je

operacijska matrika, ki jo oznac¢imo z 3 Xigx2, matrika 6.18 pa podaja optimalno razpore-

ditev klicev po izmenah v tretjem koraku.
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N

PNPN
ZNPN
PBPN
ZBPN
PNZN
ZNZN
PBZN
ZBZN
PNPB
ZNPB
PBPB
ZBPB
PNZB
ZNZB
PBZB
ZBZB

[\}
>~
1

6.18
2816 © 3 X16x2 = ( )

mroRoococoocococoocococL,o00 ©

— S IS
nxoocoZoobk¥oBoowo

Pricakovano Stevilo posameznih izidov glede na njhovo zgodovino daje matrika 6.19,
iz katere lahko razberemo, da je pricakovati 60.6 uspesno kontaktiranih klicev, 71.4
neodgovorjenih klicev in 100 zasedenih telefonskih Stevilk. Ker rezultati v tretjem koraku
niso celostevilski, bi lahko rezultate zaokrozili ali pa bi uporabili celostevilsko linearno
programiranje.

Podobno kot v prvih treh korakih ravnamo tudi v ¢etrtem, petem in Sestem koraku.
Rezultati simulacij so za vseh Sest korakov podani v tabeli 6.1, v kateri lahko za vsak
korak preberemo Stevilo posameznih izidov, skupno stevilo klicev, ki so bili opravljeni na
posameznem koraku, in stopnjo kontaktiranja na posameznem koraku.

korak 1 2 3 4 5 6 skupaj

O | 570 | 198 | 60.6 | 40.4 | 29.1 | 23.1 | 920.2
izid N | 260 | 126 | 71.4 | 55.8 | 45.7 | 36.1
B | 170 | 106 100 | 75.2 | 56.2 | 43.7

skupaj 1000 | 430 232 | 1714 | 131 | 101.9 | 2066.3
stopnja kont. 0.570 | 0.460 | 0.261 | 0.236 | 0.222 | 0.216

Tabela 6.1: Rezultati simulacije optimalnega razporejanja telefonskih klicev

Rezultati v tabeli so odraz izmisljenih prehodnih verjetnosti. Ker smo predpostavili, da so
prehodne verjetnosti za nastop izida uspe$no kontaktirani klic na vsakem koraku manjse
kot na predhodnem koraku, je tudi stopnja kontaktiranja na vsakem koraku manjsa. V
vseh Sestih korakih je bilo opravljeno 2066.2 klicev, od tega je bilo 920.2 klicev uspesno
kontaktiranih. Ker je vzorec vseboval 1000 telefonskih Stevilk, je stopnja kontaktiranja
0.920.
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(2516 © 3 Xsx2) O3 Pigxs =

PNPNP
ZNPNP
PBPNP
ZBPNP
PNZNP
ZNZNP
PBZNP
ZBZNP
PNPBP
ZNPBP
PBPBP
ZBPBP
PNZBP
ZNZBP
PBZBP
ZBZBP
PNPNZ
ZNPNZ
PBPNZ
ZBPNZ
PNZNZ
ZNZNZ
PBZNZ
ZBZNZ
PNPBZ
ZNPBZ
PBPBZ
ZBPBZ
PNZBZ
ZNZBZ
PBZBZ
ZBZBZ

0.0
0.0
0.0
4.5
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.8
0.0
0.0
8.4
0.0
0.2
4.8
0.0
2.7
0.0
0.0
8.4
0.0
10.8
14.4
0.0
0.0
3.0
0.0
0.0
0.0
1.6

N
0.0
0.0
0.0
3.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
3.0
0.0
0.0

11.2
0.0
0.5
7.2
0.0
2.7
0.0
0.0

21.0
0.0
7.2
4.8
0.0
0.0
6.0
0.0
0.0
0.0
4.8

0.0
0.0
0.0
7.5
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.2
0.0
0.0
8.4
0.0
0.3
12.0
0.0
3.6
0.0
0.0
12.6
0.0
18.0
28.8
0.0
0.0
6.0
0.0
0.0
0.0

1.6 |

(6.19)
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6.2 Simulacija naklju¢nega razporejanja telefonskih
klicev

Za primerjavo z optimalnim razporejanjem telefonskih klicev naredimo $Se simulacijo z
nakljuénim razporejanjem, ko anketar po svoji presoji odloé¢i, v kateri izmeni bo na nasled-
njem koraku ponovno poklical telefonsko stevilko, s katero ni uspel vzpostaviti kontakta.
Predpostavimo zopet, da zelimo vzpostaviti kontakt s 1000 telefonskimi Stevilkami in da
je prehodna matrika na vsakem koraku enaka kot v primeru optimalnega razporejanja.

Prvi korak (k= 1):

Privzeli smo, da lahko v prvem koraku zopet opravimo 300 klicev, zvecer pa preostalih
700, zato je glede na to, da razporedimo vseh 1000 klicev, operacijska matrika 6.20 enaka
kot pri optimalnem razporejanju.

P Z
1X1wo=[03 07] (6.20)
Ker je tudi prehodna matrika enaka prehodni matriki 6.1, je rezultat po prvem koraku
enak kot pri optimalnem razporejanju. Uspesno kontaktiranih oziroma odgovorjenih klicev
je 570, neodgovorjenih 260 in zasedenih telefonskih stevilk 170. Izhodni vektor stanj 6.21
tega modela je enak izhodnemu vektorju stanj 6.9.

PO ZO PN ZN PB ZB

IS¢ =[ 150 420 120 140 30 140 ] (6.21)

Drugi korak k = 2:

V drugem koraku ponovno razporedimo 430 klicev, ki niso bili uspesno kontaktirani v
prvem koraku. Prehodna matrika je enaka prehodni matriki 6.11, opravimo lahko 200
klicev popoldne, preostalih 230 pa zvecer. Privzemimo, da bo anketar nakljuéno razporedil
klice po izmenah z verjetnostmi, ki so podane v matriki 6.22.

P Z
PN 0.25 0.75

2y, ,— FB 0.50 0.50 (6.22)
X2 = N 0.70  0.30
ZB 0.40 0.60

Anketar bo klice z zgodovino npr. PN razporedil tako, da jih bo 0.25 poklical popoldne
(P) in 0.75 zvecer (Z). Razporeditev vseh klicev po izmenah podaja matrika 6.23.

P Z

PN 30 90 ( )

1 9 __ PB 70 70 6.23
ZB 56 84

7 vektorizacijo matrike (1S4 ®2 X, 2) 0% Psx3 dobimo izhodni vektor stanj 6.24, iz katerega
lahko izracunamo, da je bilo 182.5 klicev uspesno kontaktiranih, pri 133.5 klicih ni nihce
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dvignil slusalke, pri 114 klicih pa je bila telefonska Stevilka zasedena.

2S04

PNPO
ZNPO
PBPO
ZBPO
PNZO
ZNZO
PBZO
ZBZO
PNPN
ZNPN
PBPN
ZBPN
PNZN
ZNZN
PBZN
ZBZN
PNPB
ZNPB
PBPB
ZBPB
PNZB
ZNZB
PBZB
ZBZB

12.0 T
21.0
10.5
224
36.0
35.0
3.6
42.0
6.0
21.0
6.3
16.8
27.0
21.0
1.8
33.6
12.0
28.0
4.2
16.8
27.0
14.0
3.6

| 84 |

(6.24)

Podobno nadaljujemo v ostalih stirih korakih. Rezultati vseh Sestih korakov so zbrani v

tabeli 6.2.
korak 1 2 3 4 5 6 skupaj
O | 570 | 182.5 | 44.1 | 30.7 | 25.0 | 204 | 872.7
izid N | 260 | 133.5 | 100.1 | 87.9 | 75.5 | 65.9
B | 170 114 103.3 | 84.8 | 72.2 | 614
skupaj 1000 430 | 247.5 | 203.4 | 172.7 | 147.7 | 2201.3
stopnja kont. 0.570 | 0.460 | 0.178 | 0.151 | 0.145 | 0.138

Tabela 6.2: Rezultati simulacije naklju¢nega razporejanja telefonskih klicev
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6.3 Primerjava rezultatov simulacij optimalnega in
nakljuénega razporejanja telefonskih klicev

V obeh simulacijah so bili uporabljeni isti vhodni podatki. Tako je bila naloga vzpostaviti
kontakt s 1000 telefonskimi Stevilkami, na vsakem koraku je bila uporabljena ista pre-
hodna matrika in na vsakem koraku je bila enaka razpolozljivost anketarjev. Rezultati
simulacij so za oba nacina razporejanja prikazani v tabeli 6.3.

korak | izid | optimalno razporejanje | nakljucéno razporejanje
0] 570 570
1 N 260 260
B 170 170
(0] 198 182.5
2 N 126 133.5
B 106 114
(0] 60.6 44.1
3 N 71.4 100.1
B 100.0 103.3
O 40.4 30.7
4 N 55.8 87.9
B 75.2 84.8
0] 29.1 25.0
5 N 45.7 75.5
B 56.2 72.2
0] 22.1 20.4
6 N 36.1 65.9
B 43.7 61.4

Tabela 6.3: Primerjava rezultatov simulacij optimalnega in naklju¢nega razporejanja
telefonskih klicev

V prvem koraku se rezultati obeh primerov ujemajo, saj klici S§e nimajo zgodovine, os-
tali podatki pa so enaki. Na vsakem nadaljnjem koraku je opaziti, da je pri optimalnem
razporejanju ve¢ uspesno kontaktiranih klicev kot pri nakljuénem razporejanju, kar je bilo
pricakovati.

Ceprav so bile stopnje kontaktiranja pri obeh simulacijah ze podane, jih za lazjo
primerljivost povzemimo Se enkrat. V tabeli 6.4 je za oba na¢ina razporejanja za vsak
korak prikazano Stevilo opravljenih klicev, stevilo uspesno kontaktiranih klicev in stopnja
kontaktiranja.

69



6. Simulacija razporejanja telefonskih klicev

optimalno  razporejanje nakljuéno  razporejanje
st. §t. uspesno stopnja St. §t. uspesno stopnja
korak klicev kontakt. klicev  kontakt. klicev kontakt. klicev  kontakt.
1 1000.0 570.0 0.570 1000.0 570.0 0.570
2 430.0 198.0 0.460 430.0 182.5 0.424
3 232.0 60.6 0.261 247.5 44.1 0.178
4 171.4 40.4 0.236 203.4 30.7 0.151
5 131.0 29.1 0.222 172.7 25.0 0.145
6 101.9 22.1 0.216 147.7 20.4 0.138
skupaj 2066.3 920.2 0.445 2201.3 872.7 0.396

Tabela 6.4: Primerjava stopenj kontaktiranja na posameznem koraku pri optimalnem in
naklju¢nem razporejanju telefonskih klicev

S primerjavo rezutatov obeh simulacij razporejanja klicev lahko opazimo, da so stopnje
kontaktiranja v obeh primerih v vsakem naslednjem koraku manjse kot v predhodnih
korakih, kar je posledica izbora prehodnih verjetnosti za uspesno kontaktiranje, ki so bile
na vsakem naslednjem koraku manjse. Kljub temu pa kaze, da je bilo optimalno razpore-
janje uc¢inkovitejSe, saj je stopnja kontaktiranja na vsakem koraku visja kot pri naklju¢nem
razporejanju.

V Sestih korakih je skupno Stevilo uspesno kontaktiranih klicev pri optimalnem razpore-
janju 920.2, pri nakljuénem razporejanju pa 872.7. Pri optimalnem razporejanju je bilo
potrebno opraviti 2066.3 klicev, pri nakljuénem razporejanju pa 2201.3.

Ker je vzorec vseboval 1000 telefonskih stevilk, je stopnja kontaktiranja pri optimalnem
razporejanju 0.920, pri naklju¢nem razporejanju pa 0.873. Pri naklju¢nem razporejanju
je bilo torej potrebno opraviti 6.5% vec¢ klicev kot pri optimalnem razporejanju, pri tem
pa je bila dosezena nizja stopnja kontaktiranja.

Sama stopnja kontaktiranja se torej ni bistveno povecala oziroma je bila zelo visoka v
obeh primerih, vendar so podatki v nalogi izmisljeni. Pokazati smo zeleli le, da je stopnja
kontaktiranja v primeru optimalnega razporejanja visja in da je bilo potrebno opraviti
manjse Stevilo klicev, kar je simulacija pokazala.

Stopnje kontaktiranja so za vseh Sest korakov za oba nacina razporejanja prikazane Se na
sliki 6.1.
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stopnja kontaltiranja - —
optimalno razporejanje

naleuéno razporejanje
~0--9--9--0-<0-20-"0
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0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1
korak
1 2 3 4 5 6

Slika 6.1: Linijski grafikon stopenj kontaktiranja pri optimalnem in naklju¢nem razpore-
janju telefonskih klicev

Razlike med stopnjami kontaktiranja se ne zdijo velike, vendar je to posledica izbora
verjetnosti v prehodni matriki, ki so za uspesno kontaktirane klice v vecerni izmeni le
nekoliko vecje kot v popoldanski. Ce bi bile prehodne verjetnosti za uspesno kontakti-
ranje npr. veliko ve¢je v vecerni izmeni kot v popoldanski izmeni, bi bile razlike med
stopnjami kontaktiranja vecje, in sicer predvsem v primeru, ko bi se anketar odlocil, da
bo vecje stevilo klicev opravil popoldne.

Za analizo obcutljivosti sem obe simulaciji ve¢krat ponovila Se z drugimi podatki. Najprej
sem pri istih prehodnih matrikah spreminjala razpolozljivost anketarjev po izmenah, nato
pa pri isti razpolozljivosti anketarjev Se verjetnosti v prehodnih matrikah.

Izkazalo se je, da spreminjanje razpolozljivosti anketarjev, to pomeni spreminjanje
vrednosti komponent v vektorju ¥c, ni bistveno vplivalo na optimalno resitev. Razlog
za to je zopet izbor verjetnosti v prehodni matriki, ki se za popoldansko in vec¢erno iz-
meno niso veliko razlikovale. Ce bi bile razlike v verjetnostih velike, bi bila razporeditev
klicev po izmenah precej drugacna.

Pri spreminjanju verjetnosti v prehodni matriki, tako da so bile verjetnosti za nastop
uspesnega kontaktiranja zvecer veliko vecje kot v popoldanski izmeni, se je izkazalo, da
je optimalno razporejanje Se vedno bolj u¢inkovito kot naklju¢no, vendar razlike med
stopnjami kontaktiranja na posameznem koraku niso bile toliko vecje, kot je bilo pricakovati.

Simulaciji sta pokazali, da je optimalno razporejanje klicev bolj u¢inkovito kot naklju¢no
razporejanje, vendar ne toliko, kot je bilo na zacetku pricakovati. Morda bi morali v
zgodovini klicev poleg izmen in izidov dodati Se kakSen dejavnik, ki pomembno vpliva na
uspesnost kontaktiranja in s tem na razporejanje klicev po izmenah.
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V pric¢ujo¢em delu so bili uresniceni vsi cilji, ki so bili podani v uvodu. Oblikovan je bil
matematicen model za optimalno razporejanje telefonskih klicev, ki zagotavlja
maksimalno pricakovano Stevilo uspesno kontaktiranih klicev. Pokazano je bilo, da lahko
proces klicanja opiSemo z markovskim odlo¢itvenim procesom, ¢igar optimalno reSitev
na vsakem koraku posebej poiS¢emo s klasi¢nim transportnim problemom linearnega
programiranja.

Samo strategijo razporejanja telefonskih klicev lahko povzamemo v nekaj tockah:

- Klicanje telefonskih stevilk poteka zaporedno po korakih. V prvem koraku pokli¢emo
vse telefonske Stevilke, s katerimi zelimo v raziskavi vzpostaviti kontakt, vsako
Stevilko natanko enkrat v natanko eni od delovnih izmen. Neuspesno kontaktirane
Stevilke prvega koraka ponovno poklicemo v drugem koraku, zopet vsako Stevilko
natanko enkrat v natanko eni od izmen itd. Za vsako telefonsko Stevilko zabelezimo
izmeno, v kateri je bila opravljena, in izid klica. Zaporedje izmen in izidov klica
imenujemo zgodovina klica.

- Izide posameznih klicev vsakega koraka lahko napovemo vnaprej le s prehodnimi
verjetnostmi, ki so pogojne glede na izmeno, v kateri bo klic opravljen v trenutnem
koraku, in glede na zgodovino klica na koncu predhodnega koraka. Izjema je le prvi
korak, ker klici Se nimajo zgodovine in so prehodne verjetnosti pogojne le na izmeno,
v kateri bo klic opravljen.

- Klice na vsakem koraku posebej optimalno razporedimo po izmenah, tako da bo
pricakovano Stevilo uspesno kontaktiranih klicev ¢im veéje. Privzeli smo, da je
skupno Stevilo klicev po izmenah, ki jih lahko opravimo, enako Stevilu klicev, ki
jih moramo opraviti.

Za aplikacijo oblikovane strategije razporejanja telefonskih klicev v praksi je bilo v
pricujocem delu privzetih preve¢ predpostavk. Strategijo bi morali razgiriti predvsem za
naslednje moznosti:

- skupno stevilo vseh klicev, ki jih moramo opraviti na dolo¢enem koraku, je lahko
vecje ali manjSe od skupnega Stevilu klicev, ki jih lahko opravimo po izmenah na
tem koraku;

- pri ocenjevanju prehodnih verjetnosti bi lahko upostevali ve¢ dejavnikov, ki vplivajo
na izid klica, in ne le zaporedje izmen in izidov predhodnih poskusov klicev;
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- neuspesno kontaktiran klic bi lahko ponovili tudi v isti izmeni ali v istem koraku v
naslednji izmeni, za kar bi morali oceniti dodatne prehodne verjetnosti.

Primerjava rezultatov simulacij optimalnega in nakljuénega razporejanja klicev je pokazala,
da je optimalno razporejanje z oblikovanim modelom uéinkovitejse, saj je bila pri manjsem
Stevilu klicev dosezena visja stopnja kontaktiranja, vendar le za nekaj odstotnih tock,
kar ne opravicuje stroskov, vlozenih v ocenjevanje prehodnih verjetnosti za nastop vseh
moznih izidov klica. Oblikovano strategijo bi morali preveriti tudi na dejanskih podatkih,
pri cemer bi bilo smiselno upostevati ve¢ dejavnkov, ki vplivajo na uspeSnost kontakti-
ranja. Prehodne verjetnosti bi bile s tem natan¢neje dolo¢ene, sama strategija pa bi se
morda izkazala za ucinkovitejso.

Pri analizi oblikovane strategije se postavlja vpraSanje, ali bi drugac¢na razporeditev klicev
na enem (ali ve¢) izmed korakov povecala skupno stevilo uspesno kontaktiranih klicev.
Privzemimo, da je Stevilo korakov omejeno in dolo¢eno vnaprej. Pri oblikovani strategiji
poteka optimizacija zaporedno po korakih tako, da najprej optimalno razporedimo klice v
prvem koraku, nato neuspesno kontaktirane klice prvega koraka po izmenah v drugem ko-
raku itd, kar pomeni, da najprej pois¢emo operacijsko matriko za prvi korak, nato za drugi
itd, zato bi lahko oblikovano strategijo imenovali lokalna optimizacija. Da bi preverili, ali
je resitev tako oblikovane strategije hkrati tudi globalna resitev problema, bi morali ob-
likovati matemati¢ni model, s katerim bi poiskali operacijske matrike posameznih korakov
hkrati za vse korake. Ugotoviti bi morali, ali obstajajo pogoji, pri katerih sta optimalni
resitvi (Stevilo uspesno kontaktiranih klicev) v obeh primerih enaki.

Oblikovani model za razporejanje telefonskih klicev bi bilo mogoce uporabiti tudi v druge
namene, kot na primer v proizvodnem, marketinskem ali investicijskem procesu.
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Priloge

PRILOGE

Priloga A:
Definicija matri¢ne operacije: produkt vektorja z matriko

Naj bo a vektor dimenzije n in B matrika dimenzije n X m. Definirajmo novo operacijo
a® B = diag(a)B,
kjer je diag(a) diagonalizacija vektorja a:
diag(a) = a" T

Operacija ® povzroci, da se vsi elementi i-te vrstice matrike B pomnozijo z i-to kompo-
nento vektorja a.

Primer
Naj bosta vektor a in matrika B

a bir  bi2
a = a2 , B= bar  bao
as b31 b3

Potem je

(L2 ]) & %
a® B =diag(a)B = diag as bo1  boo
as b31  b32
[ aq 0 0 b11 b12
= 0 ax O ba1  bao
0 0 a3 b31 b3

= agba1  azbao
| asb31  asbso

aibir  aibyo ]

(4



Priloge

Priloga B:
Definicija matri¢ne operacije: produkt dveh matrik

Naj bo matrika A dimenzije n x m in matrika B dimenzije nm x p. Definirajmo novo
operacijo

A [0 B = diag(vec(A))B
Operacija vec(A) vektorizira matriko A po stolpcih, matrika diag(vec(A)) pa je diagonal-

iziran vektor vec(A). Dimenzija diagonalne matrike diag(vec(A)) je (nm) x (nm).

Operacija [ povzroci, da se vrstice matrike B po vrsti pomnozijo z elementi po stolpcih
matrike A.

Primer
Naj bosta matriki
b1 b1
A= aip a2 ,B: bar  boo
a1 a2 bs1 b3z
bar  bao
Potem je
b1 b2
AU B = diag(vec(A))B = diag (vec({an 12 })) bar b2
a1 a b31 b3
bar  ba2
a1y bir b2
= diag a1 ba1  bao
a2 b31  bao
a22 bsr  bao
[ a1 0 0 0 b11 b12
. 0 a1 0 0 b21 b22
B 0 0 ai12 0 b31 b32

0 0 0 ao ba1 a2

a11bi1 a11bio
a1b21  az1ba
a12b31  ai2bsn
a22bs1  agebso
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