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Prikazani so enostavni obrazci in iteracijski postopki za
radunanje parametrov hierarhi&nih loglinearnih modelov, Ze
.80 vse spremenljivke dihotomne. Dokazano je bilo, da ob-
stojajo za rasunanje parametrov za vse hierarhiZne modele
s tremi dihotomnimi spremenljivkami konéni obrazci.

DESKRIPTORJI: loglinearni model, dihotomna spremenljivka.

FPITTING HIERARCHICAL LOGLINEAR MODELS IN WHICH ALL VARIA-
BLES ARE BINARY: ' Simple expressions and an iterative
method of fitting hierarchical loglinear models in which
all variables are binary are developed. . It is shown that
the estimates for the expacted frequencies for all hierar-
chical models with three binary variables are direct.

KEYWORDS: loglinear model, binary variable.

1. OvoD

za radunanje ocen parametrov (pridakovanih frekvenc ali koefici-
entov L) loglinearnih modelov za raziskovanje odnosov med nomi-
nalnimi spremenljivkami obstojajo znani postopki izvedeni s
pomo&jo enaéb najvedjega verjetja. Za nekatere modele je moZno
dobiti za ocene pridakovanih frekvenc koncéne obrazce, za nekatere
pa je potrebno uporabiti iteracijski postopek (na primer Newton-
Raphson algoritem, itd.). Z%a primer treh spremenljivk je v lite-
raturi navedeno, da je za model brez trojnih interakcij potrebno
uporabiti iteracijske postopke (Fienberg 1977, str. 33, Agresti
1990, str 171). Da pa se pokazati, da obstojajo za vse
hierarhi&ne loglinearne modele s tremi dihotomnimi spremenljivka-
mi konéni izrazi za radunanje ocen parametrov.
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V tem &lanku sta prikazana sploSen obrazec in iteracijski posto-
pek za radunanje ocen parametrov hierarhiénih loglinearnih mode-
lov za poljubno #tevilo dihotomnih spremenljivk. Primeri pa so
prikazani le s tremi spremenljivkami.

Najprej navedimo izhodiZ&ne koli¢ine, ki jih bomo rabili za
izpeljavo enadb. Danih naj bo s dihotomnih spremenljivk X, Y,
2,... vsaka z vrednostmi 0 in 1. Predpostavimo, da imamo zbrane
vrednosti teh spremenljivk za vsako izmed N enot in &tevilo enot
(empiri&ne frekvence) v vseh moZnih celicah s-razseine tabele,
doloene z navedenimi spremenljivkami. Glede na izbran model, je
v vsaki celici dolo&ena 8e pridakovana ali teoretidna frekvenca
in po nekem postopku (iz danih empiri&nih frekvenc) izra&unana
njena ocena. Frekvence vedrazseZnih tabel vedno lahko prikaZemo v

enorazseZni tabeli. Oglejmo si to na primeru treh spremenljivk
X, Y in 2:

Tabela T1. Prikaz trirazseine tabele v eni razseZnosti.

f 1
] XY3 |
| K-> 000 100 010 001 110 101 011 111 |
: » =
| o = n, @©n, n, n, n, n n n |
| »* = m, e T m m m m m |
|# =8 & o 8 8 8 8 8 |

Oznake imajo naslednji pomen:

n, je empiriéna frekvenca celice 1,
m,  je pricakovana frekvenca celice 1,
& je ocena za pricakovano frekvenco celice 1,
v vseh gornjih primerih velja: (1 = 1,2,...,8),
n, m in fo so vektorji s komponentami navedenimi v tabeli.

N = f n,

Iz druge vrstice (oznadene s K->) v glavi tabele T1 je
razvidno, kako so na osnovi kombinacij vrednosti spremenljivk X,
Y, in Z tvorjene celice tabele. Tako pomeni na primer n,
Stevilo enot, ki imajo pri spremenljivki X vrednost 1, pri spre-
menljivki Y vrednost 0 in pri spremenljivki Z vrednost 1.
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Z razlidnimi linearnimi kombinacijami (koeficiente linearnih
kombinacij, ki so same enice, bomo uvrstili v matriko A) frekvenc
n, lahko izrazimo razlifne vsote teh frekvenc, ki jih bemo potre-
bovali pri nadaljnjih izpeljavah. S pomo&jo matrike A lahko
doloamo vse moZne hierarhi&ne modele dihotomnih spremenljivk,
kar bomo pokazali v naslednjem poglaviju.

Ce upoStevamo s dihotomnih spremenljivk ima matrika A r vrstic
in r stolpcev, kjer je r = 2* (vsota binomskih koeficientov pri
potenci s). Enice postavlijamo v matriko A na osnovi kombinacij u
(u = 0,1,...,s) elementov izmed s elementov. S pomod&jo binomskih
koeficientov tudi doloéimo pozitivme in negativne enice v matriki
V in diagonalne vrednosti matrike W, ki ju bomo definirali v
naslednjem odstavku.

Za primer treh spremenljivk navedimo matriko A in Fe nekaj matrik
in vektorjev, ki ji bomo rabili za nadaljnjo razlago radunanja
parametrov hierarhié&nih loglinearnih modelov:

1 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 o
11 0 0.0 0 0 o0 0-1 0 0 0 0 0 O
101 0 0 0 0 O 0 0-i 0 0 0 0 0
A= 1 0 0 1 0 0 0 O V= 0 0 0-1 0 0 0 O
1 11 0 1 0 0 O 0 0 0 0 1 0 0 O
110 10 100 0 0 0 0 0 1 0 O
1 0 1 10 0 1 0 0O 0 0 0 0 0 1 0
11 111111 0 0 0 0 0 0 0-1
1 o0 0 0 0 0 o 1 0 0 6 0 0 0 O
6 2 0 0 0 0 0 O -1 1. 0 0 0 0 0 O
00 2 0 0 0 0 O -1 01 0 0 0 0 O
W= 0 0 0 2 0 0 0 O A = -1 0 0 1 0 0 0 O
0 0 0 0 4 0 0 O 1-1-1 01 0 0 O
0 0 0 0 0 4 0 O 1-1 0-1 0 1 0 O
0 0 0 0 0 0 4 O 1 0-1-1 0 0 1 O
0 0 0 0 0 0 0 8 -1 1 1 1-1-1-1 1.
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Iz danih matrik A in V in W lahko izpeljemo nato vse ostale
matrike in nekatere vektorje, ki jih potrebujemo, po naslednjih

obrazcih:

Al = Vav,

G = VA™WIA™l.

Matrika G izgleda

G = -

[ T ]

nasem

1
-1

-1
-1

-1

1

-1

-1

-1
-1

primeru takole:

-1

1
-1
-1

1

1
-1
-1

1

1
-1
1
-1
-1
1
-1
1

2. BIERARHIENI LOGLINEARNI MODELI

2.1 MAKSIMALEN MODEL

11
1 -1
-1 -1
-1 -1
-1 1
-1 1
11
1 -1.

DIHOTOMNIH SPREMENLJIVK

Ce predpostavljamo, da so vse spremenljivke enakopravne (ne pred-

postavlijamo, da so razdeljene na odvisne in na

neodvisne) ima

maksimalen loglinearni model za tri spremenljivke naslednjo

obliko:

log(mi”) =L,

x Y 3
+ L + Lj + L

XY Xz Yz
+ L11 + Lik + ij

XYz

+ L,

ijx*
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Indeksi i, j, k se nanadajo na spremenljivke X, Y in 2 (oziro-
ma na njihove vrednosti in imajo vrednosti 0 in 1). Pri navedenem
modelu veljajo naslednje znane omejitve oziroma relacije:

x Y :
IL =3 L, =3
i i j b] kLk
b 4 xx
=SL;=EL,=... (2)
i
xYsg XYz XYs
ZLHR-ZI&“ z Li.jk = Q.
3 k
Oznake imajo naslednji pomen:
m,, so teoretidne frekvence;
o xonstanta
L:, L:, L: vpliv posameznih spremenljivk X, Y in 2;
Lg, Lz, L; vpliv interakcij 2. reda;
XYz . e Py
Lix vpliv interakcij 3. reda;

Izradunajmo ocene 2za koeficiente L (oznadili jih bomo z
L, j=0,1,...,7) s pomojo enadb najvedjega verjetija.

Zaradi vsot parametrov L, opisanih v (2) nam zadostuje, da

izradunamo po en koeficient za vsako spremenljivko in po en za
vsako moZno interakcijo.
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Najprej vpeljimo vektorje:

L =L, Hy 5,
A L, M, 5,
L' =1, M, 5,
3
L = I‘“ =1, u = B, 5= s,
L =L, Hy 8,
¥ =1, B, 5,
A L, M, 5,
™ =1 H, 5,.

Pomen gornjih oznak:
p = lg(n}),

(simbol 1g() pomeni logaritme komponent vektorja navedenega v
oklepaju. Na primer: p, = log(m);

n je vektor frekvenc, prikazan v tabeli (T1);

§ = n -m je vektor razlik med empiri&nimi in pridakovanimi
frekvencami.

Parametri L se nanasajo na indeks 1 pri vseh spremenljivkah in
njihovih medsebojnih interakcijah, zato je indeks izpui&en.

Vektor L je dan z znanim izrazom:

L = Gu. (3)
Med pridakovanimi in empiriénimi frekvencami velja zveza
m=n-§,
kjer je 8§ vektor ostankov.
Za maksimalen loglinearen model lahko zapiSemo oziroma doioéimo

linearne kombinacije pri¢akovanih frekvenc, ki se morajo ujemati
z linearnimi kombinacijami empiriénih frekvenc v naslednji obliki
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A% (n-8) = A™m. (4)

Refitve enadbe (4) so ocene pridakovanih frekvenc.
Enacba (4) ima seveda preprosto reditev:

By = Dygp

saj ima vektor § vse komponente enake 0.

2.2 DRUGI HIERARHIENI MODELI

Poglejmo, kako lahko zapifemo druge moZne hierarhi&ne modele s
pomoéjo matrike A.

Najprej razdelimo matriko A in vse druge matrike na 4 dele ter
vse potrebne vektorje na dva dela:

A = AlO’ A 3-1.810 _vlo _wlo
: A, A, G, G, B, B, 0 v, 0 W,
m’ ﬁl "l 61
m = A= H = =
n" far u" 5.

Kriterij za razdelitev matrik in vektorjev je naslednji:

Matriko A, dobimo tako, da v matriki A &rtamo tiste vrstice (in
stolpce) matrike A, ki ne pomenijo linearnih kombinacij
empiriénih frekvenc, ki se morajo ujemati z linearnimi kombina-
cijami pricakovanih frekvenc glede na izbran hierarhien loglin-
earni model. V matriko A, uvrstimo &rtane vrstice (brez &rtanih
stolpcev) v A, pa naj bodo uvrSéena ’'kriZisca’ &rtanih vrstic in
stolpcev. Enak postopek velja tudi za delitev vseh ostalih matrik
in vektorjev.
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Izrazimo delne matrike matrik G in A z matrikami A, A in A,

G=V A‘: "Ilgl - A: w;la;lhz AII' (5)
Gz -V A: w;l%q'

(2]
[}

T _-1_-1 -1
3 -V;A,W,A A4,

(1]
[ ]

T -1 -1
V,A, W A .

Koeficiente L lahko izrazimo po obrazcu (3) 2 delnimi matrikami
matrike G in delnimi vektorji vektorja u v naslednji obliki:

L’ = Gu’ + Gu" (3a)
L" = Gu' + Gu". (3b)

Ker pa je v izbranem modelu L" = 0, dobimo, & vnesemo iz enacb
(5) matrike G, in G, izraZene z matrikami A, A, in A, v enadbe
(3b), med p’ in u" zvezo, ki jo navajamo brez izpeljave:

p" = Cp’, (3b)

N -1
kjer smo z C ozna&ili matriko A, A .

Ce iz enadb (5) vstavimo izraze za G, in G, v enacbe (3a), dobimo
obrazec za izradun L’:

T _ ~l_=~1
L' =V A WA u (3a’)

Z delnimi matrikami in vektorji zapifimo enaébe (4), ki razpade-
jo na dva dela:

49



A(n'-6") + Aj(n"-5") = A|m’ + A, m" (4a)

Aj(n"-5") = Al m" . (4b)

V enadbah (4a) so (glede na to, da so to vrstice matrike A, ki
dolodajo katere linearne kombinacije empiric¢nih in teoretiénih
frekvenc se morajo v izbranem modelu ujemati) vsote ostankov
enake nié:

A5 +A 5 =0 (6)
oziroma
5 = -C" 8. (6a)

Ko vstavimo enadbe (6) v (4a) dobimo:

A:n'+gn"=ﬁrn'+1\:n". (4a’)

Ce vstavimo enadbe (6a) v’enaébe (3b’) in upostevamo, da velja
m=n+ 8 ter u = lg(m), dobimo koncne enadbe za racunanje
pridakovanih frekvenc izbranega modela, ki imajo naslednjo obli-
ko:

lg(m") = C(lg(n’~-C*(n"-m")). (7

Simbol lg() pomeni logaritme komponent vektorja navedenega v
oklepaju. Komponente vektorja lg(m") so torej logaritmi komponent
vektorja (m"), komponente vektorja 1lg(m‘-C’(n"-m")) so logaritmi
komponent vektorja (n’-Cf(n"-m")).

Povejmo brez dokaza, da so enaébe (6a) in (3b’) enadbe
najvedjega verjetja za racdunanje ocen prifakovanih frekvenc.

Izhajajo& iz ustreznih razseZnosti matrik A, W in V (in potrebnih
vektorjev), veljajo omenjene enacbe za poljubno Stevilo dihotom-
nih spremenljivk.

Enadbe (7) so enoliéno resljive, ¢e imamo na razpolago vsaj
toliko empiri&énih frekvenc, razliénih od nié&, kolikor je
razseZnost matrike A, . Ce odpravimo logaritme, dobimo polinome
s toliko neznankami, kot je bilo v matriki A ¢&rtanih vrstic.
Enadbe (7) imajo natanko eno realno reSitev. Pri nekaterih mode-
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8 toliko neznankami, kot je bilo v matriki A &rtanih vrstic.
Enacbe (7) imajo natanko eno realno re8itev. Pri nekaterih mode-
lih polinomi razpadejo na produkte, ki so enostavneje resljivi.
Pri modelih s tremi dihotomnimi spremenljivkami nelinearne enacbe
vedno razpadejo na lahko reSljive produkte razen pri modelu, kjer
predpostavimo, da so trojne interakcije enake ni&. V tem primeru
moramo reSiti polinom tretje stopnje z eno neznanko. Ker pa so za
radunanje nicel polinoma tretje stopnje dani konéni obrazci,
vidimo, da za radunanje parametrov vseh moZnih hierarhié&nih
loglinearnih modelov s tremi dihotomnimi spremenljivkami ni
potrebno uporabiti iteracijskih postopkov. Seveda pa je
vpradljivo ¢e je za praktiéno radunanje smiselno uporabljati
koncéne obrazce, saj praksa kaZe, da iteracijski postopki (ki so
enotni za vse modele) hitro konvergirajo. Prva aproksimacija za
resitev enac¢b (7) je v velikem 3tevilu primerov tako blizu
resitve, da je potrebnih le nekaj iteracij za natanénost na
primer na Stiri mesta.

3. ITERACIJSKI POSTOPEK ZA RACUNANJE OCEN PRICAKOVANIE FREKVENC

Uvedimo diagonalno matriko M, (diagonalni elementi so pri&akovane
frekvence) in vektor € . V naSem zgledu treh spremenljivk izgle-
data matrika M in vektor € takole:

m 0 0 0 0 0 0 O £,
0 m, 0 0 0 0 0 O g,
0 0 m 0 0 0 0 0O €,
M= 6 ¢6 0 m»m 0 0 0 O € = g,
6 0 0 0 m 0 0 O £
6 0 0 0 0 =m 0 O L
¢ 0 06 0 0 0 m O £,
¢6 0 0 0 0 0 0 m €,
Zapi§imo enac¢be (3b‘) v naslednji obliki:
lg(m"-€") = C(lg(m’'-€'})), (8)

kjer simbol lg() pomeni logaritme posameznih komponent vektor-
jev, ki so navedeni v oklepajih.
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Ce v enadbah (8) izpostavimo na levi strani ena¢aja m”, na desni
strani pa m’ dobimo:

lg(m” (1"-(m~)e")) = C(lg(m’(1'-(m’')e’))), (9)
kjer pomenita 1’ in 1" vektorja (ustreznih razseZnosti), katerih
komponente so same enice. Simbol (m)~'e pa pomeni produkt recip-

roénih vrednosti komponent vektorja m s komponentami vektorja .

Seveda pa veljajo med komponentami vektorja € zveze:

e’ = -C%e", (9")
ki izhajajo iz enadb (6a).

Predpostavimo, da so razmerja g,/m;, za vsak 1 v enacdbah (9)
dovolj manjSa od 1 (kar je odvisno od zacetnega pribliZzka za
teoretiéne frekvence m), da je smiselno razviti logaritme v
Taylorjevo vrsto in upodtevati samo prvi ¢len (praktiéni primeri
kaZejo, da iteracijski postopek konvergira, tudi Ce empiricne
frekvence, ki so enake ni&, nadomestimo na primer z vrednostjo
0.5).

Ce torej upostevamo v enadbah (9) le prvi &lemn Taylorjeve vrste
in vstavimo £’ iz (9’) v (9) dobimo za (i+l)-ti pribliZek za g"i*!
naslednji izraz, ki ga navajamo brez izpeljave:

5-101 - (c(nll)-lc’ + (“ul)-l)~lxni’ (10)
kjer je K*! dan z izrazom:

k"' = 1g(m™!) - C(lg(m'!)).

Simbol 1lg() ima enak pbmen kot v prejSnih primerih.

Zadetne vrednosti m’° in m"° za vektor m so kar n’ in n".
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Iteracijski postopek poteka nato takoles:

1. V desno stran enaéb (10) vstavimo i-ti (i=0,1,2,....)
pribliZek za pridakovane frekvence.

2. Iz (10) dobimo e"**! in iz (97) e'i*i.

3. Izradunamo naslednji pribliZek za pridakovane frekvence:
T R e

Tocke 1.-3. ponavljamo, dokler ne doseZemo zahtevane natanénosti
(dokler niso vse komponente vektorja &” dovolj blizu ni&le).

4. PRIMERI

Podatki (empiriéne frekvence) za vse tri primere so podani v
tabeli T2. V vseh navedenih primerih so bile za numeridne reditve
potrebne 3 do 4 iteracije (po postopku opisanem v poglaviju 3) za
natanénost na 4 decimalke. Rezultati se natanéno ujemajo s tisti-
mi, ki jih dobimo z uporabo SPSS.

Tabela T2. Prikaz trirazseZne tabele v eni razseZnosti.

XYz
K-> 000 100 010 001 110 101 011 111

n? 19 11 1 132 6 52 9 97

I

xrz
Primer 1. Model brez trojne interakcije (L = 0).

U
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1 0 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 0 o
1 1.0 0 0 ¢ o -1 1.0 0 0 0 0
1 0 10 0 0 0 -1 0 1.0 0 0 O
A= 10 01 0 00 Al=-1 0 0 1 0 0 o
111 01 0 0 1-1-1 01 0 0
11 0 1 0 1 0 1-1 0-1 0 1 0
1 61 1 0 0 1 1 0-1-1 0 0 1
A,= 1111 111 C= 1-1-1"-1 1 1 1
Enacba (3b’) ima obliko:
m m
m‘ - —i‘& N (3bl_p1)
m2 m! ll.
Enacbe (4a’) imajo naslednjo obliko:
m =n + (l‘l. - ﬂ')‘
m, =n - (n, - m)
m, =, - (n, - m,)
m =n - (o, -m) (4a’-pl)
m; = n, + (n, - m,)
m, =n + (n, - m)
m =n, + (n, - m)

Ce iz (4a’-pl) vstavimo m’ v (3b’-pl) in upoStevamo, da velja
n,-m, = § dobimo:

P(8,) = (ny=6,)(n,=8,) (n,=8,) (n,=6,)=(n +6,) (n+6,) (n+5,) (n+6,) = O,

kar je polinom 3. stopnje. Ni&le tega polinoma lahko izradunamo
po znanih obrazcih. Praktiéni primeri kaZejo, da je prvi

pribliZek za koren polinoma Ze zelo dober, tako, da je enostav-
nejSe izbrati iteracijski postopek, saj je potrebnih samo se
nekaj (v naSem primeru 3) iteracij za reSitev, natanéno na Stiri
decimalke.
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Numeriéne resitve:

f = 19.52 L,
f, = 10.48 L,
h, = 0.48 L,
h, = 131.48 L,
#, = 6.52 L,
A, = 52.52 L,
f = 9.52 L,
f, = 96.48 L,

Primer 2. Model brez vseh

1000 100
1100 -110
A= 1010 A= -101
1001 -100
1110 -111
1101 =110
A,= 1011 C= -101
1111 =211

Enacbe (3b‘’} imajo naslednjo obliko:

=mm /m
=mm, /m
=m m /m
8 = mZ ml mi /(ml)z

=0
o oW

Enacbe (4a‘) imajo naslednjo obliko:

828
N

= n2+(ns-ms)+(n‘-
= n,+(n,~m )+ (n,~
= n +(n-m)+(n,-

B2

2.7653
-0.4234

~1.1504
0.8084

-0.0739
0.2706
0

m,)+(n,-m,)
m, ) +(ng-m,)
m,)+(ng-my)

0.7749.

-0 00

- O

R X¥Ys XY
interakcij (L = L

= n~=(ng-mg)=(ng-m)~(n,-m,)-2(n,-m,;)

55

Yz

= I, .Q.

(3b’-p2)

(4a’-p2)



Numericéne resitve:

f = 11.92 L, = 3.2039
m, = 12.29 L, = -0.0153
B =  6.30 L, = 0.3193
f, = 93.44 L, = -1.0295
f, =  6.49 L, = 0
#, = 96.34 L, = 0
B = 49.34 L, = 0
#, = 50.87 L= 0

Primer 3. Model brez trojne interakcije in brez interakcije Xz

1 0 0 0 0 o 1 0 0 0 0 O
1 1 0 0 0 O -1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 O -1 0 1.0 0 O
A"IOOIO'O Ax-l"IOOIOO
1 11 0 1 0 l1-1-1 01 0
1 0 1 1 0 1 1 0-1-1 0 1
1 01 0 0 -1 1 1 0
A,= 1 11111 C = 0 0-1 0 1 1
Enacbe (3b’) imajo naslednjo obliko:
B, = m,m /m (3b’-p3})
m, = m m /m,
Enacbe (4a’) imajo naslednjo obliko:
m, = n,-(n;-my)
m, = n+(n,-m)
m, = n,-(n,-m,) (4a’-p3)
m, = n+(n;-m)
m, = n,+(n,-m,y)
m, = n,+(n;-m,)
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Ce vstavimo enadbe (4a‘’-p3) v enadbi (3b’-p3) dobimo linearne
enaébe in znane resitve za ta model.

Numeri&ne resitve:

B = 21.17 L, = 2.7841
#, = 8.83 L, = -0.3645
#, = 0.62 L, = 0.7382
f, = 129.83 L, = -1.1328
B, = 6.38 L, = 0.8016
ﬁ‘ = 54.17 LS - 0

f = 9.38 L, = 0.2259
f, = 96.62 L= 0
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