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Povzetek

V korespondenéni analizi lahko predstavimo vrstice in stolpce matrike
nenegativnih podatkov, npr. kontingenéne tabele, kot tolke velrazseZnega
prostora. Koordinate teh toék so vrednosti ‘posplodenih glavnih komponent
(PGK), dolodene na podlagl matrike podatkov. Grafiéne metode lahko po-
membno prispevajo k bol Jiemu poznavanju narave proudevanega pojava (gle]
npr. Benzécri, Greenacre, Lebart, Morineau).

Vektor ji relativnih frekvenc vrstic in stolpcev matrike podatkov,
imenovani profill, so obiiajno predstavljeni kot todke v dvorazseinem
razsevnem grafikonu. PoloZaj todk Je v tem primeru doloden z vrednostmi
prvih dveh PGK . Ce je dele: variacije prvih dveh PGK v skupni variaciji
relativno nizek, potem je poloZaj profilov slabo predstavijen z njihovi-
ml projekcijami na optimalni dvorazseZni podprostor, prikazanimi v dvo-
razseinem razsevnem grafikonu. Posledica tega so lahkc pomankl jivi skle-
pi o proudevanea pojavu.

V tem &lanku je polozaj profilov prikazan z dvema alternativnima
grafiénima metodama: )

- s trirazseinim razsevnia grafikonom in
- Z Andrewsovim grafikonom.

V trirazseinem razsevneam grafikonu Je polo2aj profilov doloen 2z
vrednostmi prvih treh PGK . Posledica tega je velji deleZ pojasnjene va-
riance in boljS1 prikaz poloZaja profilov kot v primeru dvorazseZnega
razsevnega grafikona.

Pogosto pa se zgodi, da so nekateri profili slabo predstavljeni tu-
di v trirazseinem podprostoru. V tem primeru priporodamo uporabe Andrew-
sovega grafikona v katerem lahko na podlagi poljubnega Stevila PGK s po-
sebnimi krivuljaml dobro prikaZemo poloZaj profilov. Profili-tocke, ki
so predstavl jeni s podobnimi krivuljami, imajo podoben poloziaj v veéraz-
seinem prostoru in obratno.

K1l juéne besede:

korespondenéna analiza, posplosene glavne komponente, profili, dvo- in
trirazseini razsevni grafikon, Andrewsow grafikon.



Abstract

In correspondence analysis, rows and columns of a nonnegative data ma-
trix (e.g., two-way contingency table) are displayed as points in multi-
dimensional space. The coordinates of these points are the values of
generalized principal cémponents (GPC) determined by the data matrix.
The graphical representation can lead to new insights of the explored
phenomena (e.g., Benzécri, Greenacre, Lebart, Morineau).

In the standard graphlical approach, profiles, ;.g., vectors of
relative frequencies of rows and columns of a data matrix, are repre-
sented as points in a two-dimensional scatterplot. The position of
points is determined by the values of the first two GPC. When the pro-
portion of the variation of the first two GPC in tqtal variation is re-~
latively low, the position of profiles is poorly represented by its pro-
Jections in a two-dimensional subspace, presented by the scatterplot.
This can, of course, be at least partly misleading when making conclu-
sions about the explored phenoaena.

In this paper two alternative ways of graphical representation of
the position of profiles are,presentéd:

~ three-dimensional scatterplot
~ Andrews’ plot.

The position of points in the three-dliensional scatterplot is de-
termined by the values of the first three GPC. Thus the proportion of
the explained variation is Increased and the representation of profiles
is improved as compared to its representation in a two-dimensional
scatterplot.

However, some profiles are freﬁuently poorly represented even in a
three-dimensional subspace. In such cases it is suggested to use
Andrews’ plot, by which the position of profiles 1s well defined, since
a large number of GPC can be taken into account. Proflle-points, repre-

sented by similar curves, are close together in multidimensional space
and vice versa.

Key words

correspondence analysls, generalized principal components, profiles,
two~ and three dimensional scatterplot, Andrews’ pldt.
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1. Osnove korespondenéne analize
1.1 Bivariatna korespondenéna analiza

Korespondenéna analiza (KA) Je z geometrijskega vidlka zelo podobna ana-
1iz! glavnih komponent (AGK) (K.Pearson, 1901), zato lahko AGK vzamemo
kot izhodisfe za razlago KA . Vzemimo, da Je mnoiica enot predstavl jena
z vektor Ji-tolkami y, (h = 1,2,...,H) v veérazseinem evklidskem prostoru
T (slika 1). Koordinate teh todk so vrednosti proudevanih spremenl jivk.

K-razseni
prostor I

L-razsesnt
podprostor S

AN

Cil) AGK Je najti tisti podprostor .S' izbrane razseinosti, ki se
najbolje prilega mnozici todk vedrazseZnega evklldske"ga‘;.wo'stora . 0d-
dal jenost mnoZice todk od podprostora S Jje izraZena z vsoto kvadratov
razdalj tolk y, od njihovih pravokotnih projekcij 9,‘ (h =1,2,...,H) na
podprostor S

Sy, Y50 Ty) = n:tlr: = hgllyh-ﬁ‘lz . (1)
Funkcija (1) ima minimum 2a podprostor s, ki ga zato imenujemo optimal-
ni podprostor. )

Ker je KA poseben primer posplodene AGK , jo Je mogode opisati s
termini poznaniml 1z AGK (glej npr. Greenacre, 1987). Izhodisde za biva-
riatno KA je matrika nenegativnih podatkov, ki se nanasajo na dve spre-
menljivki, npr. kontingenéna tabela. V KA obravnavamo dve mnozici toék,
prva predstavija vrstice in druga stolpce matrike podatkov. Ce delimo
elemente vrstic (stolpcev) matrike podatkov z vrstilno (stolpiéno) vso-
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to, dobimo strukturne vrste, vsota elementov strukturne vrste pa je ena-
ka 1 . Takéne strukturne vrste se v KA imenujejo profili. Podatki namen-
Jeni KA so najpogosteje prikazani v oblikl kontingenéne tabele, profili
pa so v tem primeru vektorji relativnih frekvenc.

Ce seitejemo elemente vrstic oz. stolpcev prvotne matrike podatkov
dobimo zbirno vrstico oz. zbirni stolpec. Elemente teh dveh stolpcev
lahko delimo z vsoto vseh elementov matrike podatkov. Tako dobimo zbirno
strukturo po vrsticah in zbirno strukturo po stolpcih, katerih vsotl
elementov sta tudi enaki 1 . Mogole Je pokazati, da smo tako dobili pov-
preénl vrstiéni in povpreéni stolpiéni profil (centroid). Omenjene pro-
fille je mogode izraziti kot tehtani povpre¢ji profilov vrstic oz. stolp-
cev, pri &emer so uteZi proporcionalne elementom 2zbirne vrstice oz.
zbirnega stolpca prvotne matrike podatkov.

Posébnost KA Je uporaba posplodene evklldske razdalje (metrike),
kjer je vsaka kvadrirana razlika koordinat del jena z ustreznim elementom
povpreénega profila. Tako je kvadrat razdalje med vrstiénima profiloma
Py Inpy (L =1,2,...,]) enak

d(p,.pyu) = (py=py=)’D. (p,=pys) (2)

pri &emer je D_ diagonalna matrika, njeni diagonalni elementl pa so ele-
menti povpreénega vrstilnega vektorja p_ . Oblika izraza (2) Je analogna
statistiki zz, kjer so kvadrati razlik frekvenc tehtani z inverznimi
vrednostml teoretilnih frekvenc. Zato se ta specifiéni tip metrike ime-
nuje xz-netrlka.

Nadal je moramo definiratl mero prileganja podprostora S mnoZici pro-
filov-todk prvotnega prostora £ . V prostoru profilov-vrstic bo taksna
mera tehtana vsota kvadratov razdal] vstiénih profilov-totk p,

(i =1,2,...,I) od njihovih pravokotnih pro jekci) Sl na podprostor S
1 2 1 Ay, -t A
#(Sipy.Ppe---upy) = (Epy Fy = 2y (PP )0 (BB . (3)

kjer so vrednosti pl.(I =1,2,...,1) elementi povpretnega stolpiénega
profila p. , r; pa Je razdalja med vrstilnim profilom-toé¢ko p, in njego-
vo pravokotno projekci jo 61 , izrazena v zz-netriki. Mogole Je pokazati,
da mora optimalni podprostor S° vkljudevatl povpreénl profil (centroid).
Profil-totka p, , njegova pravokotna projekcija 3, na podprostor S in
centrold p, doloajo ogliila pravokcrtnega trikotnika (slika 2). Razdalje
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med oglis&i so izraZene v xz-otrlki. Ob tem, ko Je dolZina hipotenuze
d, dana, Z2elimo doloéiti tisti podprostor S'. ki minimizira izraz
I, pl.rf 0z. ekvivalentno, ki maksimizira izraz t,p“cf » pri Zemer Je c,
razdal ja med projekcijo i-tega profila-tolke 3, in centroidom p, .

Py

ry

Py A Pe
Slika 2

Ce Je podprosior S enorazseien Zelimo doloditl optimalno premico.
Vsota kvadratov razdalj med projekcijami profilov-todk na optimalno pre-
mico s‘ (4 =1,2,...,1) in centroidom p_. je tedaj enaka

A= I, (@)

in se imenuje inercija 1.PGK . Premica, vzdoli katere je maksimizirana
inercija 1.PGK se imenuje os 1.PGK . RazseZnost mnoZice profilov K Je
enaka rangu matrike podatkov, jJe tore} najved

K = ain{I,J}-1 . (5)

V primeru K-razseinega prostora profllov-todk obstaja X osil PGK in us-
treznih inerci} PGK . Vsota vseh lnercij PGK se imenuje skupna inercija
In in je enaka

3 1
In = kgix‘ = l!:lp‘.df . (6)

Skupna inercija meril skupno variabilnost matrike podatkov.
Lastne vrednostl in pripadajole lastne vektorje lahko, podobno kot
v AGK , izralunamo s spektralno dekompozicijo nesimetrilne matrike

D, (P,-1p,)D" (P, -1p. )’ M
katere lastne vrednosti (diagonalni elementi matrike DJ\) so inercije PGK
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A, (k=1,2,...,K). Ustrezni lastni vektorji U = [u,,u;,...,ux] morajo
biti normalizirani v D -metriki (U’D.U), dolotajo poloZaj osi PGK ter
predstavl jajo novo bazo prostora profilov. Sled matrike (7) je v tem
primeru enaka skupni inerci)i. Profill tolke so predstavljeni v prosto-
ru, ki ga opredeljuje nekaj prvih osi PGK , njlhove koordinate pa so
vrednosti PGK . Matrika vrednosti PGK T Je enaka

172
T = [c,,] = U, . (8)

Skupno inercijo In lahko razélenimo glede na osi PGK (podobno kot
skupno varianco mnoZice spremenljivk v AGK) in glede na profile-tolke

0si PGK
1 2 T Total
2 2 2
V 1§ p. €y P62 --- P .Six Px.d:
r
2 2 2
-‘t‘ 2| P2y P22 .-+ P2.C2¢ Pz.dg
1 . D, E. ‘2
¢ I} p.cy Pr.€2 -+ P11 Pr.":
e
Total | A, PV In
oz.
D (T-T) D, (T-TH
(9)
1'D.(T-T) | 1D (T-TN

Kjer operator - 1zraZa mnoZenje istoleZnih elementov matrik.
Kvaliteto aproksimacije poloZaja profilov-todk lahko izrazimo z de-
leZzem vsote inerci) nekaj prvih PGK v skupni inerciji In

L
T= LA/ In . (10)

Prav tako pa je pomembno posvetiti pozornost kvaliteti aproksimacije po-
loZa ja posameznih profilov v optimalnem podprostoru izbrane razseZnosti.
Zato moramo definirati matriko kumulativnih deleiev inercij profilov v
skupni inercij)i profilov
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0s1 PGK
1 2 s, K-1 X
v 2 2 2 k-t 2
r | did Edvd L F v
s 2 2 2 k-1 2
T2 | Gdid (EGuvd cu/az 1
1 : : : :
PR 2 g° -1 5 :
D O IR0 - - S 2 S
0Zz.
(d1ag((T-T)IN " (T-T)T an

Kumulativni delezi inercij profilov-todk so izralunani na podlagi vred-
nostl prve PGK , prvih dveh PGK , prvih treh PGK itd.. Matrika T Je
zgornja trikotna matrika, njeni nenilelni elementi pa so vsi enaki $te-
vilu 1 .

Analogni zakl ju¢ki, kot so bili navedeni za profile vrstic, veljajo
tudi za profile stolpcev matrike podatkov.

1.2 Multipla korespondenina snaliza

Za razliko od bivariatne KA jJe multipla KA namenjena analizi podatkov,
ki se nanasajo na ved kot dve spremenljivki. Najpogostejie izhodisle za
multiplo KA je Burtova kontingenéna tabela B . To jJe simetriéna blodna
matrika, ki1 Jo sestavljajo vse mogole dvorazseine kontingenéne tabele
Feq® (q.q" = 1,2,...,Q) za proutevano mnozico Q spremenl jivk

i’r 12 -+ Fig
i Fyy rzz ... Py

n-| I (12)
Lr ... Foq

Na podlagi Burtove kontingenéne tabele je definirana matrika profi-
lov-vrstic
1 . -1
3 Df B , (13)

kjer Je Q stevilo proudevanih spremenljivk, Df pa diagonalna matrika s
frekvencaml kategori) na glavni diagonali (2S5 kategorij). S spektralno
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dekompozici jo nesimetriéne matrike (13) izracunamo diagonalno matriko
inercij PGK DA-Z in matriko standardiziranih koordinat PGK T,
(l‘él)cl'z = I). Skupno Stevilo kategori) vseh Q spremenljivk je J , 3tevi-
lo netrivialnih PGK pa J-Q .

Na podlagi spektralne dekompozicije matrike (13) ugotavl jamo, da Je
aproksimacija prvotnega prostora z optimalnim podprostorom odvisna od
vseh vrednosti Burtove kontingenéne tabele, torej tudl od diagonalnih
podmatrik F . (@ =1,2,...,Q0). Podmatrike Foq De lzraZajo povezanosti
med po dvema razliénima spremenljivkama, ob tem pa mo&no povedajo vred-
nost skupne inerclje 1n tako zmanj3ajo deleZe inercij PGK Aj'z v skupni
inerciji In . Zato J.P. Benzécri (1979) predlaga, da se kot analitiéno
pomembne obravnava le tiste PGK , katerih inercije so vidje od 1/Q . No-
ve, bolj realistilne inercije PGK , 1zradunamo takole

Q 1,,2
A’ = ['O:T(AJ-Z - 6)] - j = 1,2,...,X (14)

Na podlagl X novih inercij PGK lahko definiramo mnoZico nestandardizira-

nih PGK , 1zraZenih z matriko T, , osnova zanjo pa so standardizirane
PGK iz matrike I,

T =T g0, - 1) . (1s)

Dekompozicija skupne inercije in matrika kumulativnih deleZev inerci)
profilov so definirane na enak naéin kot v bivariatni XA . Zaradl sime-
triZnosti Burtove kontingenéne tab§le ‘med profili-vrsticami in profili-
stolpci ni nobenih razlik.
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2. Grafiéna predstavitev poloZaja profilov

Profili so geometrijsko predstavljeni kot todke v veérazseZnem prostoru,
z vrednostml PGK kot koordinatami. Glede na to, da Je razseinost prosto-
ra profilov lahko relativno visoka, smo soolen! z resnim problemom prak-
ti¢nega grafilnega prikaza poloZaja prof 1109. Ta problem se obl&ajno re-
81 tako, da se profile-tolke prvotnega prostora profilov projecira na
podprostor majhnih dimenzij, ki ga Je mogode prikazati v grafikonu. V
skladu z naravo KA prvih neka} PGK obiéajno predstavlja vedlno variabil-
nosti prvotne matrike podatkov. Polozaj projekcij profilov-toék na pod-
prostoru majhnih dimenzij je v takinem primeru dobra aproksimacija
stvarnega poloZaja profilov v prvotnem vedrazseinea prostoru.

2.1 Dvorazseini razsevni grafikon

Tradicionalno se polo%aj profilov (pravzaprav njihovih projekcij na dvo-

razseini podprostor) prikazuje s todkami v dvorazseZnem razsevnem grafi-

konu (slika 9). PoloZaj teh todk Je doloden z vrednostai prvih dveh
PGK . Ce Je delez inercij prvih dveh PGK v skupni inerciji relativno vi-
sok, potem Je poloZaj ve&ine profilov dobro predstavljen z njihovimi
projekcijami na dvorazseinem podprostoru. Pogosto pa se zgodi, da Je ta
dele relativno nizek. Tedaj je polo2aj veéine profilov slabo predstav-
1jen z njihoviml projekcijami, posledica tega pa so lahko nepopolni
sklepi o proudevanem pojavu.

Osnovne znalllnostl dvorazseinega razsevnega grafikona so:

- poloZaj projekcij vseh profilov-todk Jje Jasno prikazan v eni sami
slikl, risanje Je enostavno, mogole Je hkrati prikazatl poloZaj vell-
kega Stevila profilov-todk,

= ocena razdalj med to¢kami Je enostavna in natanéna

za izdelavo tega tipa grafikona potrebujemo zgolj splosno raziirjeno

programsko in strojno opremo

deleZ inercije pojasnjen s prvima dvema PGK Jje pogosto relativmo ni-
zek, posledica tega pa so lahko nepopolni sklepi.
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2.2 Trirazseini razsevni grafikon

Projekcije profllov-tolk prvotnega veérazseinega prostora na optimalni
trirazseini podprostor lahko prikazemo s todkami v trirazseinem razsev-
nem grafikonu (slika 10). PoloZaj teh tock Je doloden z vrednostmi prvih
treh PGK . 2 vkljuitvijo tretje PGK se je povedal dele: inercij PGK v
skupni inerciji, s tem pa tudli kvaliteta aproksimacije polozaja profilov
glede na dvorazseZni razsevni grafikon.
Osnovne znalilnostl trirazseinega razsevnega grafikona so:
= poloZzaj projekcl) profilov-totk je zadosti dobro predstavljen, &e Je
prikazan z nekaj siikami iz razliénih zornih kotov in &e 3tevilo pro-
fllov ni preveliko,

- ocena razdalj wed tolkami je zahtevna in zgol] pribli2na, saj Je vtis
tret je dimenziJe doseZen s pomodjo perspektive,
za lzdelavo tega tipa grafikona je potrebna zgolj splodno razsir jena
programska in strojna oprema, priporogljiva pa Je uporaba barvne gra-
fike,
uporaba zmogljive grafiine postaje in ustrezne programske opreme omo-
go¢a tudl zvezno rotiranje mnoZice profilov-todk v trirazseinem raz-
sevnem grafikonu. Tako Je znatno izboljSana predstavitev polozaja
profilov-totk, saj Je mnogo laZje oceniti razdalje med njimt,
- deleZ inercije pojasnjen s prvimi tremi PGK Je v&asih $e vedno rela-

tivno nizek in zato je poloZaj vsaj nekaterih profilov slabo pred-

stavljen; posledica tega so lahko nepopolni sklepi.

2.3 Andrewsov grafikon

V zadnjih tridesetih letlh so bile razvite 3tevilne metode, ki omogoda jo
grafiéno predstavitev podatkov multivariatne narave (to&k velrazseZnega
prostora) v ravnini npr.: stolpi&asti dlagrami, 2zvezde, glifi, obrazi
Chernoffa, Andrewsove krivulje itd. (gle} npr. S.H.C. du Toit et al.,
1986, str. 54-72). Osnovni cil) vsake izmed teh metod Je prikazati raz-
like med multivariatniml observacijami. Empiriéne raziskave so pokazale
(P.C.C. Wang, 1978, str. 123-141), da so za tak&no pfedstavitev oblida jno
najprimerne jSe Andrewsove krivulje. Kot bomo v kraiken pokazali, pa so
Andrewsove krivul je e posebej primerne za KA. Izbrall smo Jih za prikaz
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poloZaja profilov v primerih, ko je potrebno upostevati ve¢ kot tri
PGK . .

D.F. Andrews (1972) Je predlagal uporabo trigonometriénih funkci)
za grafiéno predstavitev podatkov multivariatne narave v ravnini. An-
drewsova funkcija

£ (t) = x,/¥Z + xpsint + xjcost + x,Sin2t + xgcos2t + ... , (16)

Je definirana za vrednostl spremenljivke t na intervalu -m<t<x . Vektor
opazovanih vrednostl x = (x,,x,,...,X) je grafiéno predstavljen s kri-
vuljo v ravnini. Vzemimo, da je neka mnoZica K-variatnih vektor jev opa-
zovanih vrednosti predstavljena z mnoZico krivulj vrisanih v istl grafi-
kon. V tea primeru lahko na podlagi primerjave oblike Andrewsovih kri-
vulj primerjamo poloZaj mnoZice vektor jev opazovanih vrednosti oz. enot,
ki Jih ti1 vektorji predstavljajo. IzkaZe se, da bodo tolkam, katerih od-~
dal jenost v K-razseZnem vektorskem prostoru je relativno majhna, ustre-
zale podobne Andrewsove krivulje in obratno. V primeru veéjega stevila
enot (ve¢ kot 10 - 15) je tezko loditi posamezne krivulje v Andrewsovenm
grafikonu in primerjati njihovo obliko. Zato je potrebno narisati vsako
krivul jo v poseben grafikon in jih nato ponovno primer jat{.

Andrewsova funkcija f:(t) ima nekatere lastnosti, zaradi katerih Je
zelo primerna za grafiino predstavitev podatkov multivariatne narave.
Med njimi sta najpomembne j3i naslednji:

- funkci ja !‘(t) ohranja povpredja. Ce je X povpreéni vektor (centroid)
mnoZice vektorjev opazovanih vrednosti X0 X5,...,X, , potem je funk-
cija f;(t). ki ustreza povpreénemu vektorju X , enaka povpreéju funk-

cty fxi(t). f‘z(”'”” f&(t) , ki ustrezajo posameznim vektor jem

opazovanih vrednosti,

- funkeija f’(t) ohranja razdalje. Ce vzamemo kot mero oddal jenostl
kvadrat razdalje med funkcijama f!(t) in f’(t)

4
2
1 f‘(t) - f’(t) I‘-z = _{ (t'x(t) - fy(t)l ¢, an

ugotovimo, da jJe zanjo znallilno, da se njen kvadratni koren dobro u-
Jema s &lovekovim vizualnim zaznavanjem razdalj med todkami prostora.
Gornja mera oddal jenosti jJe namred¢ proporcionalna kvadratu evklidske
razdal je med odgovar jajocimi tolkami, kajti
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FACEFSORSEETEEEA LT FECR L (18)

Na podlagi omenjenih lastnostl sklepamo, da so Andrewsove krivulje dobra
osnova za razvridanje vektor jev opazovanih vrednosti v homogene skupine
in za primerjavo poloZaja posameznih vektorjev opazovanih vrednosti s
povpreénim vektorjem (centroidom).

Za Andrewsovo funkcijo Je zna&ilno, da imajo spremenljivke v njenih
prvih &lenih veéjo teZo pri oblikovanju Andreu‘sqyeA krlvu;Jg kot-pri kas-
nejdih. Zato je iz vsebinskih razlogov priporoél jivo razvfst.iti pomem-~
bnejSe spremenljivke v prve ¢lene Andrewsove funkcije. Pomembnost spre-
ner;llek Je v splosnem stvar subjektivne presoje, kar ima lahko tudi ne-
ugodne posledice z vidika objektivnosti analize. V KA te nevarnosti ni,
saj se tu v grafiénih prikazih v vlogi spremenl jivk pojavijo PGK , kate-
rih vrstni red Je objektivno doloéen. Prva PGK ima vlogo prve spremen-
1)ivke, druga PGK vlogo druge spremenljivke itd. v enadbl Andrewsove
funkci je.

Oblika Andrewsovih krivulj je odvisna od:

~ §tevila opazovanih vrednosti (3tevila koordinat) vektorja opazovanih
vrednosti '

- absolutne vrednosti opazovanih vrednosti (koordinat)

- predznaka opazovanih vrednosti (koordinat).

2a pravilno razlago in primerjavo oblike Andrewsovih krivulj jJe
bistveno, da se zavedamo vloge vsakega posameznega Clena v Andrewsovi
funkci ji. Prvi &len funkcije (16} doloda poloZaj horizontalne osi An-
drewsove krivulje. Le~ta bo preteZno potekala nad abscisno osjo, &e Je
prvi koeficient funkclje (prva koordinata) x,, pozitiven in pod njo, ¢Ce
Je negativen. Vellkost absolutne vrednosti koeficlenta x,, doloéa ra-
2dal jo med abscisno osjo in osjo Andrewsove krivul je.

Sodi ¢leni Andrewsove funkcije imajo obliko x,ysinjt (j=1,2,...) in
dolo¢ajo sinusoide, s koeficienti : 2% kot amplitudami. Sprememba pred-
znaka koeficienta X3y pomeni 2zrcaljenje sinusoide glede na abscisno os.
Sinusoida seka abscisno os za vsak veckratnik stevila w/j .

Lihi é&leni Andrewsove funkcije (1zvzem$! prvega), ki 1imajo cbliko
xz,,,cosjt (j=1,2,...) prav tako definirajo sinusoide, ki pa so premak-
njene proti levi za w/2j . Ta tip sinusold seka abscisno os za vsak lihi
veckratnik Stevila w/2f .
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Oblika Andrewsove krivulje Je seveda rezultat skupnega uéinka vseh
&lenov. Ce Je Andrewsova funkclja sestavljena iz 3tevilnih &lenov je ob-
lika krivul je relativno zapletena.

PrikaZimo gornje znadilnosti Andrewsovih krivulj na treh primerih
vektor jev opazovanih vrednosti:

vektor Andrewsova funkci ja
(1,1,1,1,1) 1742 + sint + cost + sin2t + cos2t
(~10,-8,5.3,-2,1) -10/{Z - 8sint + Scost + 3sin2t - 2cos2t + sin3t
(8,-2,4,20,-3,-1) 8/{Z - 2sint + 4cost +20sin2t - 3cos2t - sin3t

Ker so koordinate prvega vektorja medsebojno enake imajo vsi &leni An-
drewsove funkcije pomemben vpliv na obliko Andrewsove krivulje. V sliki
3 krivulje z oznakami 1 do 5 predstavljajo ustrezne &lene Andrewsove
funkcije, celotna funkcija pa Je prikazana z neprekinjeno é&rto. Prvi
&leni moéneje vplivajo na obliko Andrewsove krivul je kot zadnji, kar jJe
v skladu z naravo Andrewsove funkcije. To potrjuje tudi slika 4 , kjer
smo prikazall Andrewsove krivulje za prvi &len Andrewsove funkcije, za
prva dva &lena, za prve tri ¢&lene itd.. O&itno je, da vsak dodani ¢&len
vpliva na obliko Andrewsove krivulje, toda intenziteta spreminjanja ob-
like krivulj se z vsakim naslednjim &lenom zmanjsuje.

Absolutne vrednosti koordinat drugega vektorja tvorijo padajole za-
pored je. Posledica tega je, da Jje oblika Andrewsove krivulje skoraj v
celoti dolodena z nekaj prvimi &leni (slika 5 in 6). Taksn! primeri so v
KA zelo pogosti.

2a tretji vektor je znallilno, da jJe absolutna vrednost &etrte koor-
dinate mnogo viija od ostalih. Zato jJe v tem primeru obllka Andrewsove
krivul je predvsem izraz vpliva &etrtega &lena Andrewsove funkcije (slika
7 in 8).

Povzeaimo osnovne znaéilnosti Andrewsovega graflkona:

- Andrewsove krivul je omogotajo popolno predstavitev poloZaja profilov,
- ocena podobnostl Andrewsovih krivulj je do neke mere subjektivna,
kljub nastetim ugodnim lastnostim Andrewsove funkci je,

- pri kompleksnej$ih primerih analiz moramo narisati vellko 3tevilo
grafikonov.
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3. Primer multiple korespondenéne analize

PrikaZimo uporabo omenjenih treh tipov grafikonov. Nade izhodiide bodo
podatkl zbrani v okviru socialno-ekonomske raziskave “"Pogojl 2ivljenja
in te2nje Francozov" (L. Lebart in Y. Houzel van Effentere, 1980). Po-
datki se nanasajo na reprezentativni delni vzorec 1000 anketirancev in
na izbranih sedem spremenljivk (Q=7) s skupno 25 vrednostmi (J=25):

- spol (SPOM - moski ; SPO2 - Zenski)

- najvidja stopnja doseZene $olske izobrazbe (1201 - brez dokonéane
osnovne 3ole ; 1202 - dokonfana osnovna 3ola ; I203 - nedokontana
srednja 3ola ; 1204 - dokonéana srednja Sola ; 1205 - vsa}
nedokon¢ana fakulteta)

- stanovanjske razmere (STN1 ~ hipoteéni dolZnik ; STN2 - lastnik ;
STN3 - najemnik ; STN4 - brezplaéno bivanje)

- lastnistvo delnic all obveznic (DEL1 - da ; DEL2 - ne)

- lastnistvo nepreminin, brez stanovanja, v katerem biva (NEP1 - da ;
NEP2 - ne)

- starost (STR1 - 19 do 24 let ; STR2 - 25 do 34 let ; STR3 - 35 do 49
let ; STR4 - 50 do 64 let ; STRS ~ 65 let in ved)

- velikost kraja bivanja (&stevilo prebivalcev) (VEL1 -~ pod 2.000 ; VEL2
-~ 2.000 do pod 20.000 ; VEL3 - 20.000 do pod 100.000 ; VEL4 ~ '100.000
do pod S00.000 ; VELS - nad 500.000).

Izhodisée analize je Burtova kontingenéna tabela (12), prikazana v
tabell 1 . Na podlagi Burtove tabele B lahko formiramo matriko profilov-
vrstic % Df'ls (13) . S spektralno dekompozicijo te matrike pa dobimo
dlagonalno matriko inercij PGK Dx.z in matriko standardiziranih koordi-
nat PGK T, . Stevilo netrivialnih inercij kot tudl $&tevilo PGK je
J-Q@ = 18 . Vrednost! inercij PGK ;‘z,) , odstotnih dele2ev inercij PGK v
skupni inerciji AZ'J% In kumulativnih odstotnih deleZev inercij PGK v
skupni inerci)i kunAz_J% so prikazane v tabeli 2 .
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DeleZzi inercij nekaj prvih PGK so v primeru Z-analize praviloma relatliv-
no nizki. Kot pa smo Ze omenlli v razdelku 1.2 , Benzécri (1979) meni,
da so analitiZno pomembne le tiste PGK, katerih inercije Az,y SO vel je
od % , torej v nadem primeru od % = 0.1429 . Izradunajmo ponovno inerci-
Je PGK, upoitevaje Benzécrijev izraz (14), in prikazimo oba tipa inercij
PGK Az.; in 2, , odstotne deleZe inercij PGK v skupni inerciji A% in
kumulativne odstotne deleZe inercij PGK v skupni inerciji kunAJz v tabe-
11 3.

Thbelg 3: Prikaz inerci)j PCK xz.; in A, , odstotnih deleZev inercij PGK
v skupni inerciji A,% (prikazani so tudl v histogramu) in kumulativ-
nih odstotnih deleZev inercij PGK v skupni inerciji kunAJ% (Vir: Ta-
bela 2)

AZ.J A, AJ% kuma , % 10 20 30 40 SO

0.2500 0.015631 55.65 55.65
0.2187 0.007760 27.63 83.27
0.1847  0.002378 8.47 91.74
0.1746  0.001372 4.88 96.62 **
0.1610  0.0004S0 1.60 98.22 ¢
0.1580 0.000313 1.12 99.3¢4 *
0.1542 0.000174 0.62 99.96
0.1457  0.000011 0.04 100.00

0. 028089

Kot lahko vidimo iz tabele 3 , se Je Stevilo inercij PGK sedaj skréilo
od 18 na vsega 8 , pri Cemer pa 2e s prvimi Stirimi PCK predstavimo kar
96.62% skupne inercije. Na podlagl slednjega bi lahko sklepali, da pri-
kaz poloZaja profilov na podlagi prvih treh ali &tirih PGK nudi dobro
osnovo 2a analizo proudevanega pojava. Menimo, da je takino sklepanje
pomankl Jjivo. Na podlagi izkuSenj ugotavljamo, da Je lahko osnova za po-
polno analizo le taksen prikaz, v katerem so vsi profili dobro predstav-
ljeni. 2a to pa Je nujno potrebno pri nekaterih profilih upodtevati ved-
Je Stevilo PGK . K temu problemu se bomo vrnili kasne je.

IzraCunall smo 2e matriko standardiziranih PGK T, . Seda} moramo
transformirati prvih osem stolpcev matrike [, v ustrezne stolpce vredno-

sti PGK matrike Ty (15) (v “nestandardizirane" PGK). Matrika vrednostl
PGK T, Je prikazana v tabell 4 .
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Tabela 4: Matrika koordinat PGK T, (Vir: Tabela 3).

1.PX 2. PGX 3. PGK 4. PCK S.PGK 6.PGK 7.PGK 8. PCK
i SPOM 0.0354 -0.0308 -0.0163 -0.0077 0.0196 0.0144 0.0031 0.0041
2 SPOZ -0.0313 0.0272 0.0144 0.0068 -0.0173 -0.0127 -0.0028 -0.0036
3 1Zzo 0.0662 -0.0643 -0.1156 0.0348 0.0387 0.0046 -0.0043 -0.0072
4 1202 0.1084¢ -0.1130 0.0132 -0.0449 -0.0154 0.00S8 -0.0040 0.0014
$ 1203 -0.0994 -0.0002 0.0340 0.0523 -0.0154 -0.0S81 -0.0069 0.0041
6 1204 -0.1365 0.0860 0.0912 0.0763 -0.0023 0.0274 0.0069 0.0008
T 1208 -0.0649 0.2350 -0.0157 -0.0883 0.0020 0.0128 0.0140 0.0012
8 STN1 -0.0276 -0.1335 0.1796 -0.0326 0.0444 0.0272 -0.0043 -0.0009
9 STN2 0.2891 0.0127 ~0.0071 0.0124 -0.0098 -0.0049 0.0037 0.0019
10 STN3 -0.1450 0.0212 -0.0283 -0.0148 -~0.00S8 -0.0109 -0.0068 -0.0014
11 SINA -0.0839 0.0189 -0.0753 0.1323 0.0098 0.0640 0.0491 0.0046
i2 DELl C.2452 0.3338 0.0545 -0.0019 0.0074 -0.0020 -0.0140 0.0021
i3 DEE2 -0.0838 -0.0460 -0.007S 0.0003 -0.0010 0.0003 0.0019 -0.0003
4 NEP1 0.3442 0.3153 0.1066 ©0.0503 -0.0077 0.0043 -0.0207 0.0009
1S NEP2 -0.0307 -0.0282 -0.0095 -0.0045 0.0007 -0.0004 0.0018 -0.0001
16 SIR1 -0.1802 0.0028 0.0238 0.2997 0.0437 -0.0406 0.0156 0.0014
i7 STRZ -0.2308 0.0497 -0.0178 -0.00S1 -0.0180 0.0167 =-0.0139 0.0047
(8 STR3 -0.0184 -0.0384 0.0710 -0.0347 0.0125 -0.0085 0.0191 -~0.0002
i9 STR4 0.1624 -0.0646 -0.0165 0.0142 -0.0532 0.0036 -0.0171 -0.00S8
25 STRS 0.2319 0.0795 -0.1109 -0.0061 0.0487 -0.0008 -0.0047 -0.0003
21 VEL1 0.3198 -0.1962 -0.0247 0.0395 -0.0798 0.0096 0.0324 0.0089
2 vaz 0.1220 -0.0638 0.1289 0.0307 0.0144 0.0325 0.0001 -0.0148
23 ve3 0.0664 -0.0548 0.0263 -0.0183 0.0430 -0.0547 0.0030 0.0033

Vrednosti PGX bodo rabile kot koordinate projekci) profilov-tolk na op-
timalnl podprostor izbrane razseZnosti.

Posebej pa je pomembno, ali je polo2aj vsakega posameznega profila
dobro predstavljen v optimalnem podprostoru. Zato moramo izradunatl ma-
triko kumulativnih deleZev inercij profilov (11), prikazano v tabell 5 .
Glede na dosedanje izkudnje menimo, da mora za dobro aproksimaci jo kumu-
lativnl delei inercije, ki je pojasnjen z izbranim itevilom PGK, prese-
gatl 90X skupne inercije profila.

PrikaZimo seda) poloZaj profilov na podlagi vrednosti prvih dveh
PX v dvorazseinem razsevnem grafikonu {(slika 9). Na podlagl poloZaja
toék v grafikonu lahko oblikujemo naslednje potencialne skupine profi-
lov-tolk:

a) I204 - osebe z dokonéano srednjo solo
STIN3 - najemniki stanovan})
STR1 - osebe, stare od 19-24 let
STR2 - osebe, stare od 25-34 let

b) SIN2 - lastniki stanovan}
STRS -~ osebe, starejse od 65 let

<; DEL1 - lastniki delnic all obveznic
NEP1 ~ lastnikl nepremiénin
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Tabela 5: Matrika kumulativnih deleZev inercij profilov-toék, ki so

poJjasnjene s posamezno PGK v inercijah profilov-tolk (Vir: Tabela 1

in 4).

WONONDWN -~
E

DEL2

VEL4

1.PGK

0.3985
0.3985
0.1777
0.43S2
0. 5661
0. 4550
0.0621
0.0140
0.9940
0.9265
0.1893
0.3439
0.3439
0. 5099
0.5099
0.2564
0.9362
0.0390
0.7717
0. 7289
0.6794
0.3921
0.3315
0.6312
0.2856

0. 5565

- moski

- Zenske
- osebe,
- osebe,
- osebe,
- osebe,

2. PCGK

0. 7002
. 7002
. 3454
9081
5661
6354
8761
3402
9959
9463
1989
9815
9815
9379
. 9379
2565
9795
2093
8936
8103
9352
. 4991
5574
. 7426
. 9050

o

. 8327

cooooooe
o
2
-
o

0.9532

0.9174

4. PGK

0.8037
0.8037
0.9355
0.9893
0.7893
0.9804
0.9946
0.9500
0.9984
0.9912
0.8220
0.9985
0.9985
0.9978
0.9978
0.9700
0.9856
0.9311
0.9075
0. 9691
0.9496
0.9610
0.6344
0.7670
0. 9675

0.9662

5. PGK

0.9262
0.9262
0.9963
0.9981
0.8029
0.980S
0.9947
0.9861
0.9995

6. PGK

0.9916
0.9916
0.9972
0.9993
0.9963
0.9988
0.9971
0.9997
0.9998
0.9979
0.9348
0.9988
0.9988
0.9982
0.9982
0.9981
0.9962
0.9577
0. 9905
0.9997
0.992S
0.9943
0.9985
0.8240
0.9753

0.9934

7.PGK

0.9948
0.9948
0.9979
0.9999
0.9990
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.9999
0.9994

..0000

O+ O+ O r s b b
0
0
e
[

ki niso lastniki niti delnic nitl obveznic
ki niso lastniki nepremiénin
stare od 35-49 let
ki 2ivijo v mestih z med 100000 in S00000 prebivalci

8.PGK

1. 0000
1.0000
1.0000
1.0000
1. 0000
1. 0000
1. 0000
1.0000
1.0000
1. 0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1. 0000
1.0000
1.0000

" 1.0000

1.0000

Ko smo oblikovall gornje potencialne skupine profilov-todk (v sliki
9 so obkroZene s ¢rtkano ¢érto) nismo upostevali deleZev inercij profl-

lov-toék pojasnjenih s prvima dvema PGK v posameznih inercijah profilov-
todk. V skladu 2 vrednostmi kumulativnih deleZev lnercij v skupni iner-

ciji posameznih profilov-toék (tabela 5) so nekateri profili slabo pred-

stavl Jen! v dvorazseZnem razsevnem grafikonu, kajti njlhovi delezi iner-

cij so manj$i od 90% .

Zato menimo, da v tem primeru lahko brez zadrikov

obravnavamo kot skupine le tiste profile 1z potencialnih skupin, pri ka-

terih omenjeni delez presega 90X (v sliki 9 so obkroZeni z neprekinjeno
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érto).

V primeru, ko 2elimo predstavitl poloZaj profilov na podlagi vred-
nostl prvih treh PGK, Je najprimerneje uporabiti trirazseinl razsevni
grafikon (slika 10). Vpliv upostevanja dodatne, v tem primeru tretje,
PGK na %e omenjene skupine profilov-toék Jje nasledji:

- Profil 1204 Je potrebno 1zloZiti 1z potencialne skupine "a" , kajti
njegova vrednost tretje PGK se moéno razlikuje od ustreznih vrednosti
pri ostalih profilih;

- oba profila potecialne skupine "b" sta dobro predstavljena z vred-
nostmi prvih treh PGK, vendar pa se njuni vrednostl tretje PGK tako
moéno razlikujeta, da oitno ne oblikujeta skupine;

- Ker Jje bila skupina “c* dobro predstavljena 2e v dvorazseinem razsev-
nem grafikonu, se relativnl polo2aj njenih profilov-toék tudi v tri-
razseinem razsevnea graflikonu ne more pomembneje spremenitl;

- Profil STR3 je potrebno izloéiti 1z potencialne skupine "d" , kajti
njegova vrednost tretje PGK se wo&no razlikuje od ustreznih vrednosti
pri ostalih profllih.

Ko smo oblikovall gornje potencialne skupine profilov-to&k (v sliki
10 so obkroZene s &rtkano &rto) nismo upostevall deleZev inercij profi-
lov-todk pojasnjenih s prvimi tremi PGK v posameznih inercijah profilov-
toék. V nasem primeru so nekateri profill slabo. predstavlijeni tudl v
trirazseinem razsevnem graflkonu. Zato lahko brez zadrikov obravnavamo
kot skupine le tiste profile, ki so v slikl 10 obkroZeni z neprekinjeno
&rto.

Izkazalo se jJe, da Je kar 8 izmed skupno 14 profilov iz proudevanih
potencialnih skupin slabo predstavljenih tudi na podlagi vrednosti treh
PGK. 2ato menimo, da Je v nadem primeru saiselno uporabiti za prikaz
profilov Andrewsov grafikon, ki omogofa prikaz poloZaja profilov na pod-
lagi vrednosti poljubnega Stevila PGK. Ce poloZaj vseh 25 profilov pri-
kaZemo Vv enem samen Andrewsovem grafikonu, kar pomeni, da naridemo v
isti slikl vseh 25 Andrewsovih krivul}j, je zelo tezko sleditl poteku po-
sameznih krivulj in primerjati njihove oblike. Bolje Je narisati vsako
krivul jo v poseben grafikon, nato pa paroma primerjati njihove oblike in
postopoma oblikovatl skupine. Ce pri tem upoitevamo vrednosti vseh osmih
PGK je poloZaj profilov tudi popolno predstavljen. V nadem primeru smo
oblikovali naslednje skupine profilov (slike 11 in 12):

1) STR2 - osebe, stare od 25-34 let
STN3 - najemniki
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2) DEL1 - lastniki delnic ali obveznic
NEP1 - lastniki nepremilnin

3) STR1 - osebe, stare od 19-24 let
STN4 - osebe, ki bivajo brezplaino

4) SPOM - moskl
SPOZ - Zenske
DEL2 - osebe, ki niso lastniki nitl delnic niti obveznic
NEP2 ~ osebe, ki niso lastnikl nepremiénin

S) 1205 - osebe z vsaj nedokonlano fakulteto
VELS - osebe, ki 2ivijJo v mestih z nad S00000 prebivalci

vPreostau profill ne oblikujejo skupin (slika 13).
.V zvezi z oblikovanjem skupin omenimo $e naslednje:

- profila, ki predstavljata osebe obeh spolov, pripadata isti skupini.
Njuni Andrewsovi kﬂ.vuljl se le zelo malo razlikujeta od ravne érte,
ki predstavlja poloZaj centroida in ki leZi na abscisni osi. To pome-
ni, da se anketiranci obeh spolov ne razlikujejo med seboj z vidika
preostalih 3estih spremenljivk. "To potrjujejo tudi vrednosti
zz-preizlmsov, na podlagi katerih smo ugotavljali povezanost med
spremenl jivko spol in vsako lzmed ostalih Sestih spremenljivk, kajti
le eden izmed Sestih xz-pre;zkusov Je odkril znadilne razlike ob 5%
tvegan ju. '

- na podlagi dvo- oz. trirazseinega razsevnega grafikona ni mogode
sklepati, da profila STR1 in STN4 oblikujeta skupino. Ker pri{ obeh
profilih izrazito izstopa vrednost detrte PGK, njuni aproksimacijl v
razsevnih grafikonih ne odra3ata stvarnega poloZaja profilov. Sele na
podlagl Andrewsovega grafikona, ki predstavl)a poloZaj profilov na
podlagi vseh PGK, lahko realno ovrednotimo poloZlaj omenjenih dveh
profilov in se preprilamo, da res oblikujeta skupino.

Kot kriteri] za dobro aproksimacijo polozaja profila smo izbralil
90X deleZ inercije profila, pojasnjen z vrednostai PGK. Utemel jitev za
izbor tega empirilnega kriterija izvira 1z Andrewsovega grafikona. Pri-
kazimo zato poloZzaj enega in istega profila z mnoZico Andrewsovih kri-
vulj, taks$nih, da prva predstavlja poloZaj profila le na podlagi prvega
¢lena Andrewsove funkci je, druga na podlagi prvih dveh &lenov 1ste funk-
cije, itd.. Opazill bomo, da se oblike tistih krivulj, ki ustrezajo 90%
in ved¢jim delezem inercije profila, pojasnjene z vrednostm! PGK, le malo
razlikujejo (tabela S In slika 14).
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4. Zakljucek

Ob koncu Zellmo ovrednotitl omenjene tri tipe grafikonov z vidika upora-
be v KA. V primerih, ko 2e na podlagi vrednosti prvih dveh oz. treh PGK
doseiemo dovol] dobro aproksimacijo polozaja profilov, bomo zaradi nji-
hove preprostostl dall prednost razsevnim grafikonom. Pogosto pa se zgo-
di, da vrednost! prvih treh PGK ne zadostujejo 2a dobro aproksimactjo
polozaja profilov. Tedaj smo prisiljeni uporabiti zahtevnejde grafiéne
metode, s katerimi lahko prikaZemo poloZ2aj profilov na podlagi veéjega
Stevila PGK. Menimo, da Jje v tak3nih primerih poloZaj profilov Se pose-
t;e_) dobro prikazan v Andrewsovem grafikonu.

S. Programska oprema

Vsi izraduni in grafikoni so izvedeni s sistemom SAS. Matrika standardi-
ziranih PGK T, in inercije PGK A_,.z so izradunane s proceduro CORRESP
modula SAS/STAT, vsi nadaljni izraéuni pa so izveden!l z matriénim jezi-
kom SAS/IML. Grafikoni so narisani s procedurami PLOT in G3D modula
SAS/GRAPH. V programih so pogosto uporabl jene macro spremenljivke.
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