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Predstavijene so osnove bootstrap tehnike, ki je zelo uporabna pri re3evanju stafistitnih
problemov, kjer parametriéni pristopi niso moZni.

Prikazan je problem izratunavanja intervala zaupamja 2a optimm kvadrame odzivne
krivulje. Interval zaupanja je izratunan na paramefriéni in na neparametriéni nacin.
Parametriéni nalin je v tem primeru le aproksimativen in temelii na razvoju v Taylorjevo
vrsio, neparametrifni natin pa uporablja bootstrap tehmiko.

Podana je ilustracga iega problema na podatkih iz agronomije. Rezultati kazejo, da se
rezultati obeh pristopov prece) razlikujejo in 2di se, da so rezultati dobljeni 2 bootstrap
tehniko za uporabljene podatke bolj ustrezni.

RLIUCNE BESEDE: bootstrap tetmika, interval zaupanja za optimum odzivne krivulje.

AN APPLICATION OF THE BOOTSTRAP TECHNIQUE: The ideas of the bootstrap
technique are briefly presented. An application is given when the confidence mierval for
the extreme of a quadratic response curve is calculated using the bootstrap technique. An
alternative approach based on the asymptotic parametric approach (Taylor series) is
presended as well Both approaches are illustated on a data set from agricultare. I seems that
the bootstrap technique gives more reliable results for our dataset

KEYWORDS: bootstrap technique, confidence mierval for the extreme of the response
curve.

1. Uvod

Statistitna inferenca je sklepanje o populaciji na osniovt vzorca Da bi bil ta postopek korekten, moramo met

Teprezentalivni vzorec, na osnovi kalerega izralunamo oceno parametra, ki nas v populacifi zanima.

Kvaliteto vzoréne ocene izra2a njena standardna napaka. Ta meri natantnost {angl. precision) vzorine
ocene in pove, kakino napako naredimo, ko namesto celotne populacije obravnavamo le njen det (vzorec).
{Pojem natantnosti se lo&i od pojma tofnosti (angl accuracy) ki uposteva poleg natanénosti tudi

pristranskost).
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Natantnost vzoréne ocene, lotej njena standardna napaka, je pri stafistinih analizah kljuénega pomena.
Obstojata dva nadina izratunavanja standardne napake ocene:

- parametriéni pristop, ki je mo2en, te poznamo ali predpostavijamo porazdelitev cenilke in znamo
izratamati varianco ocens na osnovi te porazdelitve (klasicni pristop statistitne inference);

- neparametriéni pristop, kadar porazdelitve ne poznamo in tako tudi variance ocene analititno ne
moremo izratunati. Obsioja pa lahko asimptotitno praviina ocena.

2. Neparametri¢ni pristop
12 literature sta poznana dva neparawetriéna pristopa: bootstrap in jackknife pristop.

Oplsmn na kratko bootstrap pristop. Predpostavimo, da smo s Klasitrim vzorternjem dobili reprezentativid
vzorec, ki ima N enot Imenujmo ga osnovrd vzorec. 12 tega vzorca tvorimo L im. bootstrap vzorce takole:
vsak bootstrap vzorec ima N enot, dobimo pa ga s shaanim izborom 2 vratanjem iz osnovnega vzorca
Tvorimo K bootstrap vzorcev. 1z vsakega boolstrap vzorca izraluname vzoréno oceno. Na osnovi vseh K
bootstrap vzorcev izdelamo porazdelitev vzortne ocene. Ce je porazdelitev vzoréne ocene priblizno
normalna, izratunamo bootsrap oceno za povpredje in za vanianco vzorine ocene (glej formule spodaj).
Navadno porazdelitev ni normaina, zaio predhodno uporabimo primetno i ansformacijo. ‘

Jackknife tehnika je v razliko od bootstrap tehmike deterministitna. Posamezni jackknife vzorec dobimo
tako, da spustimo po eno tocks v osnovnem vzorcu V vsakem jackknife vzorcu je N-1 totk, dtevilo
jackknife vzorcev je torej enako N. To tehmniko lahko inferpretiramo kot aproksimacijo bootstrap tehnike.

Obe tehniki sta metodi ponovnega vzortenja {angl. resampling) in predpostavijata, da je porazdelitvena
funkcija F za oceno parametra, dovolj dobro ocenjena z empiritno porazdelitveno funkdijo, kijo dobimo na
osnovi bootstrap vzorcev.

Ny bodo x,, x5, ...'xN podatki. Poglejmo, kako izratunamo boostrap oceno za povpredje in za varianco
vzorine ocene. Ny bo T cenika nalega parametra Iz tega bootstrap vzorca izvafumamo
Tg! = Tix, D, x,@, .. x\@}. 12 vseh K bootstrap vzorcev ocenimo vzoréno porazdelitev za T. Ce je ta
porazdelitev pribliZzno normalns, ié oecena za povpretje ER(T) in 2a vanianco Varp(T) po bootstrap tehndki
Eg(M =X TpYK

Varp(T) = Ep(T%)- ER(T)*E(T).

po jackknife tehrdki pa
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E(M)=ZTH¥N
Vary(T) = (N-1)*(E;(T) - Ey(T)*E5(T))

pri emer je N 3tevilo enol v osnovnem vzorcy, K pa Stevilo bootstrap vzorcev. Kot smo 2e omenili, v
primery, da porazdelitev ni ‘dovolj normalna’, uporabimo predhodno primerno transformacijo.

Empiritno je bilo ugotovijeno, da naj bi bilo 3tevilo bootstrap vzorcev K v primeru, ko 2elimo oceniti
varianco vzorine ocene, od 50 do 70. Bootstrap pristop se bolj obnese za mahne osnovne vzorce kot pa
jackknife pristop. Za vrstine karakleristke (npr. kvartli) je potrebno ve¢ ponovitev (K > 200}, jackknife
tehmika se izka2e v tem primeru zelo slabo.

Bootsrap in jarkknife prisiop sta izvedyiva le z ustrezno ratunainitko opremo. Sta algoritmitno enostavna,

vendar z vidika ratunainidega Casa 2ahtevna. Slednje pa postaja ob razvoju ratunalniske opreme vse manj
pomembno.

3. Opis problema

Problem, ki ga predstavijamo, je izratum intervala zaupanja 2a optimum kvadratne odzivne krivulje. Zvezo
med odvisno sprementjivko Y in pojasnjevaino sprementjivko X zapiSemo

E(Y) = Bor B X+ X

Na osnovi vzorca, v kalerem je N tofk, ocenimo parametre in izrafunamo napovedi za odvisno
o o

Iy

Y =bg+ byXe by X2

Z odvajargem dobimo oceno za lokacijo ekstrema

Xom =-by

Radi bi izvatunali interval zaupanja ZaXopt 23 Kkar potrebujemo njegove varianco
Va (3o = Var (/25

Oceno za varianco b = (by,b1,b) dobime iz variantno-kovariantne matrike
Var(b) = (X lo?

Varianco 22 razmerje -by/Zbg pa ne poznamo. Tako klasitrd parametricni pristop v tem primeru odpade.
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3.1 Parametricni pristop

Razmerje razvijemo v Taylorjevo wsto okoli tocke Xopt in poidtemo aproksimativno oceno za varianco.
Upostevamo le prve odvode (glej npr. Mead str. 532)

Var{xopd = (/4674 (bz2 Var(by) + by? Var(by) - 2b by Cov(by.bz))

Opomnimo naj, da ne znamo ovrednotiti kvalitete te aproksimetivne ocene.

3.2 Neparametri¢ni pristop

Altarnativrd pristop k resevanju takih problemov 5o tehnike ponovnega vzordenja
4. Primer

4.1 Opis problema

Na Kaledri za poljedeljstvo Blotehm!ke fakultete v Ljubljani so v leth 1989 in 1990 izvedti poljski poskus, s
katerim so poskusali ugotoviti, pri kateri gostoti setve je pridelek koruze optimalen.

S tremi tipi setev so dosegh tazmeroma tiroko obmodje gostote setve, kar je omogotilo dobro identifikacijo
ekstrema odzivne krivulje. Poskus je bil zastavtjen kot blotni poskus s 3 bloki, v vsakem bloku je bilo 15
razlitnih gostot. Skupaj imamo torej 45 merilev.

Grafitrd prikaz podatkov je na Stiki 1. V obeh primerih se je izkazalo, da se kvadratna krivulja dovolj dobro
prilagaja podatkom, kar se je ujemalo s pricakovanji agronomov. Pri vedjih gostotah (> 120} so se posebno v
1983 pokazale ‘nestabilne’ razmere, v obeh leth so se totke 2 najvejo gostoto izkazale kot vplivne totke
(angl inference points). V Tabeli 1 so predstavijeni rezultati statistiéne analize.

Tabela 1: Predstavitev rezultalov prilagajanja kvadraine funkcije: ocene paramstrov in njihove standardne
napake, koeficient determinacije R2, s, Durbin-Watsonova statistika DW, za posamezni leti.

1989 1996
. ocena st napaka ocena st napaka -
by T wunn 559.69 249.19 321.68
by 133.202 14.504 103588 8.34109
b - -8.4667 0.0802 -0.3854 0.04613
R? ' 0% : . 88% '
s 1173.69 1088.43
DW 2.44 1.95
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lzratunali smo ocerd za maksimum pridefka iz odvoda. V potjedelistvu totkovna ocena ne pove dosti, zato
je izratun indervala zaupanja za maksimum s staliCa stroke zaZelen. Rezultati so v tabeli 2.

Tabela 2: Ocena za maksimum, 2a standardno napako (izvatunano po aproksimativni analitiénd formuli) in
95% interval zaupanja za maksimum.

1989 1990
Xopt 1213 1344
sXopd) 7.30 $.48

9% 1Z {106.7, 135.9) (1213, 140.9)

Intervala zaupanja se prekrivata na sorazmerno ozkem obmou od 128 do 136,

Do ocene za standardno napako mbposhsaﬁpriﬁhxdizwod-'pammgavzmm Ker je bilo v
osnovnem vzorcu 45 tofk, smo se odlodili za bootstrap pristop. Izdelali smo tri variante glede na 3tevilo
bootstrap vzorcev: K =50, K = 100, K = 200.

Zavsak K (K =50, 100 oz. 200) smo izvedti naslednji postopek: iz vsakega posameznega bootstrap vzorca
izratunali optimum 2z odvjanjem, iz vseh K bootstrap vzorcev pa izdelali poradelitev optmumov. Ce je bila
porazdelitev optimumov (vsj) simetritna, smo izralunali povpredje in sundardno napako za optimum. Ce je
bila porazdelitev asimetritna (1o se je pogosto zgodilo 2a leto 1989] se s transformacijomi riswo ukvarjali,
ampak smo rezultate zavrgli in ponowili postopek vzordenja.

12delal smo po S ponovitev 22 vsak K in za vsako leto. (Torej je bilo pri K = 208 za vsako leto 1000
ponovrah vzorcery). lzratuni so bili izvedend na zmogljivera velikem 1BM rafunanilu in zanje smo pri
K = 200 za vsako ponovitev porabili okoli 10 mimt, pri K = 189 pa za vsako ponovitev okoli § minut. Rezultati
sovTabeli3in4.
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Tabela 3: povpretje in standardna napaka za optimum za 1983 gleds na razlitno Stevilo bootstrap vzorcev

K lzdelanih je bilo po 5 ponovitev.
1989
K =200 K = 100 K=50
povpredje st napaka povpredje st napaka povpredje st napaka
122.64 1453 121.92 12.36 120.89 12.67
120.69 11.63 124.28 13.11 121.12 11.61
121.32 11.40 118.45 11.97 113.49 9.55
121.13 11.58 121.67 1217 122.82 11.08
119.94 11.81 122.83 9.07 122.11 11.22

Tabela 4 povprede in standamda napaka za optimum za leto 1998 glede na razlitno 3tevile bootstrap

vzorcev K. 1zdelanih je bilo po 5 ponovitev.

1930
R =200 K= 100 . K=50
povpredje st napaka povpretie st. napaka povpredje st napaka
134.20 5.40 134,55 541 133.93 387
134.28 492 133.82 AN 133.36 6.20
133.93 436 134.24 5.07 133.19 413
134.91 483 133.58 4.06 133.97 4.59
134.49 473 133.88 5.30 135.37 462

1z tabele 3 razberemo, da je za leto 1989 optinnm priblizno 121, njegova standardna napaka pa priblizno 11.

Zaleto 1990 pa tabela 4 pokaze, da je optirmum okoli 134, standardna napaka pa pribtizno 5.

Primerjava: povpretji sta po obeh pristopih skoraj enaki {manj kot 1% razlieni), razliéni pa sta standardni
napaki: za 1983 daje aproksimativna ocsna pracej ni2jo vrednost, za 1930 pa visjo vrednost. Zdi se, da so

rezultati doblierd po bootstrap medodi bolj kvalitetr, saj z vedjo mero upostevajo informacijo v podatiih.
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'Stika 1: GrafiZni prikaz podatkov in odzivne krivulje za leto 1989 in 1990:
gostota v 1000 rastlin/ha, pridelek v tonah
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