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DVE METODI ZA ANALIZO NOMINALNIH SPREMENLJIVK

Predstavl jena je metoda, Ki sloni na spektralni dekompoziciji matrike P
in metoda, Ki sloni na spektralni deKompoziciji matrike. Q Elementi matrike P
S0 hKkratne relativne frekvence. Elementi matrike @ so pogojne relativne frek-
vence.

binariziranje, hratne relativne frekvence, pogojne relativne frekvence, spek-
tralna dekompozicija, metri¢ne Komponente

TWO METHODS FOR THE ANALYSIS OF NONNUMERICAL DATA

A method which is based on the spectral decomposition of matrix P and a
method based on the spectral decomposition of matrix @ is discussed and evalu-
ated; the elements of P are the intersection relative frequencies and the ele-
ments of Q are the conditional relative frequencies.

binary coding, intersection relative frequencies, conditional relative frequ-
ences, spectral decomposition, metric components

1. UvoD

V empiri¢énih socioloskinh raziskavah se moramo ve}likoKrat ubadati z nami-
nalnimi spremenljivkami, saj so zacetni podatki, recimo podatki, ki jih dobimo
s kakim anKetnim instrumentom, pogosto nenumeriéni (ali Kveéjemu Kvazinumeril-
ni) in (najbrz) drugacni niti ne morejo biti. Ce jih hocemo uporabiti v kakini
taki analizi, Kot je na primer Kanoni¢na korelacijska analiza, Jjih moramo naj-
prej smiselno kvantificirati. Oglejmo si dve metodi, ki ju lahko uporabimo v ta

namen. Imenujmo Ju Kar metoda A in metoda B.

2. METODA A
Naj bodo Uy,Up,...,Ux nominalne spremen}jivke, Ki Jih upoStevamo v dani
analizi. Spremenljivka U; naj ima vrednosti 1,2,...,m; (i=1,2,...k), Ki ozna-

cujejo m; nenumericnih kategorij. Vseh Kategorij je potemtakem
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K
zmp=m

Z njimi definiramo binarne spremenljivke Vy,Vp,...,Vp. Naj bo
i .
f‘i=h21mh in S = rj—my (i=1,2,...,kK)

Binarno sprementjivko Vj Z indeksom j = sith = r; definiramo s h-to Kategorijo

spremenljivke U;, in sicer takole:

1, ce je Uy=n

0, sicer

Vzemimo, da poznamo vrednosti spremenljivk U; za n entitet. Za vsaKo en-
titeto doloCimo vrednosti binarnih spremenljivk in sestavimo matriko Anxm: V
Jj-tem stolpcu matrike A naj bodo vrednosti spremenljivke Vi i=1,2,...,m).

Kategorije spremenljivk U; Kvantificiramo tako, da dolo¢imo neko smiselno

transformacijo
K = AT (1)

V ta namen izracCunamo matriko 1.7
P= [PU] = -EA A
Elementi matrike P so hkratne relativne frekvence: relativna frekvenca Pij po-
ve, KolikSen jJe dele2 entitet, pri Katerih ima spremenljivka V; in hArat; tudi
spremenljivka V; vrednost 1. Ce P;; interpretiramo Kot verjetnost, lahko zapise-
mo
Pij = P(V;=1 & Vj=1) (i,4=1,2,...,m
Transformacijo T dobimo tako, da dololimo vektorje x, Ki ustrezajo zah-
tevi
max (Px , x) pri pogoju (X, x) =1 (2)
Pri tem je ( , ) oznaka za skKalarni produkt dveh vektorjev. Kratek racum, ki ga
poznamo iz Komponentne analize, poKaZe, da optimizacijski zahtevi (2) zadosta-

Jjo normirani lastni vektorji matrike P. Naj bodo
Ay 2 xp 2 .. 2 Ap

lastne vrednosti matrike P. Zanje velja:

1. Vse so nenegativne, saj je P Grammova matrika.

2. Po znanem izreku 1z linearne algebre je vsota lastnih vrednosti dane matri-

Ke enaka vsoti njenih diagonalnih elementov, se pravi,
an



M3

Aj = sled(P)

-
"
-

Ker je za binarne spremenljivke pri vsakem i od 1 do K

B v=1 (3)
j=8j+
Je tudi
T
= Py=1
jese U
Zato Je sled(P) =k, torej
m
z M=K

3. Nadalje velja: zaradi relacije (3) je &tevilo linearno neodvisnih binarnih
spremenljivk enako m—k+3, ali drugaCe povedano,

rang(A) = m—k+i

Ker je rang(P) =rang(A), sledi od tod, da ima matrika P samo m—k+{ pozitivno
lastno vrednost.

Naj bodo X;j Jj=1,2,...,m—K+1, nomirani lastni vektorji pri pozitivnih
lastnih vrednostih matrike P. V (1) vstavimo

T=1Ix) X2 ... Xpkeqd

in izralunamo K, se pravi, za vsako entiteto dolo¢imo vrednosti metriénih kom-
ponent. Ta metoda za kvantifikacijo nominalnih spremenljivk je opisana v Knji-

€1 »Uvod u analizu nominalnih variabli« (Momirovi¢, 1988).

3. METODA B

Vpeljimo matriko
A= E—A

Pri tem je E matrika, Ki ima za elemente same enice. Matriki A in A* Konkate-

nirajmo v matriko

B = (A} AX)
Vpeljimo 8e diagonaino matriko

F = diag(B™B) (4)
Njen j-ti diagonaini element F,— (i=1,2,...,2m) je 8tevilo enic v j-tem stolp-

cu matrike B. Za vsak j od 1 do m velja:

F,-+Fj+m= n (5)



Namesto matrike P anatizirajmo sedaj matriko
Q= (g;) = r's’B

Njeni elementi so pogojne relativne frekvence. Ce jih interpretiramo kot ver-

Jetnosti, lahko za vse indekse i,j=1,2,...,m zapiSemo
Q; = P(Vj=1/V;=1)
Qi,j+m= P(Vj:O/Vi=1)
Qjym,j = P(Vj=1/V;=0)

Qj4m, jem = P(Vj=0 /V;i=0)

Naj bodo
mn o2 M 2 ... 2 Moy

lastne vrednosti matrike Q. Kaj se di povedati o teh lastnih vrednostih?

1. Vse so nenegativne, saj ima matrika @ enake lastne vrednosti Kot Grammova
matrika F22pTBF-1/2,

2. Iz (4) Je razvidno, da so vsi diagonalni elementi matrike @ enaki 1. To po-

meni, da je sled(Q =2m in zato tudi

m
= = 2m
i=1

3. Na dlani je, da je rang(B) =rang(A) in da ima matrika @ ravno toliko pozi-
tivnih lastnih vrednosti Kot matrika P.

4, Brez te2av se prepricamo, da je
ng=m (6)

Res: Naj bo e 2m-Kkomponentni vektor enic. Ce v enacbo

Qy =my (7)
vstavimo y = e, s Kratkim racunom dobimo

me = ne (8)

Od tod se vidi, da je 8tevilo m lastna vrednost matrike . Ker pa so vse last-
ne vrednosti matrike @ nenegativne in je njihova vsota enaka 2m, je otitno, da
Je m najvet¢ja lastna vrednost matrike Q. S tem je trditev (6) v celoti potrje-
na.

Iz enaCbe (8) se vidi, da vsak lastni vektor matrike @, Ki pripada last-
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ni vrednosti my=m, lahko izrazimo v obliki ce; ¢ je poljubno realno Stevilo.
Metri¢na komponenta, Ki jo dobimo s takim lastnim vektorjem, je trivialna, za-
to jo lahko izloc¢imo. To napravimo tako, da od matrike @ odstejemo matriko

T
S =cmy Y2y

Pri tem je y; lastni vektor matrike @ pri lastni vrednosti My in zy lastni vek-
tor matrike Q' ravno tako pri lastni vrednosti mMy; € pa Je Stevilo, Ki zadoscCa

zahtevi
c(yy,zy) =1 9

Ce ena¢bo (7) premultipliciramo z F, spoznamo, da je
7y =Fy, : (10)
Vzemimo yy=e, upoitevajmo (5) in (10), pa ugotovimo:
(Yy,24) =mn

Od tod sledi, da zahtevi (9) zadosti Stevilo

1
C = —veen

mn

Da izlotimo prvo Komponento, moramo potemtakem od matrike @ odSteti kvadratno
matriko

Fy Fp ... Fam
Ff Ffp oo Fapm
S=—1—
n PRI I I A
F‘ Fz ... Fzm

Matrika @—S ima m—Kk pozitivnih lastnih vrednosti: prva lastna vrednost ma-
trike Q—S Jje enaka drugi lastni vrednosti matrike @, druga lastna vrednost
matrike Q—S je enaka tretji lastni vrednosti matrike @, in tako dalje, zadnja
pozitivna lastna vrednost matrike Q—S je enaka zadnji pozitivni lastni vred-
nosti matrike Q. Vsaki¢ so pripadajo¢i lastni vektorji ene matrike enaki last-
nim vektorjem druge matrike. Te trditve opiramo na izrek, ki ga Faddeev in Fa-
ddeeva (1963) uporabita pri potentni metodi za dolotanje lastnih vrednosti.

Da se pokazati (Trampuz in Anton¢i¢, 1981), da so metri¢ne Komponente, Ki
Jih doloCimo s spektralno dekompozicijo matrike Q—S, ekKvivalentne metrié¢nim
Komponentam, ki jih dolo¢imo s speKtralno dekompozicijo matrike

R = lZTZ
n

Pri tem je: a3



Z = (A—A)D*
A=ED p* = [D(1~D)]}" R

E Je matrika dimenzije nxm, vsi njeni elementi so enice; D pa je diagonalna
matrika dimenzije mxm, ki jo definiramo takole:

D = —diag(ATA)

1
n
Skratka: Z Je matrika, v kateri so standardizirane vrednosti spremenlJivk Vy4,
Vo.-..,Vmi R pa Je korelacijska matrika. Matriki Q—S in R imata enake lastne
vrednosti. Naj bodo v

T =0yy Y2 .- ¥Ym-k)
normirani lastni vektorji matrike Q—S pri pozitivnih lastnih vrednostih in v

T=0YE o ymek)

normirani lastni vektorji Korelacijske matrike R pri istih lastnih vrednostih.

S Ty dolo¢imo Komponente
k1 = AT‘

s T, doloCimo komponente
Ko =2T,
Trditev, da so komponente K ekvivalentne komponentam Kp, pomeni, da je

Ky = Ko H

Pri tem je H neka diagonalna matrika.

4. NUMERICEN PRIMER

Poglejmo na (izmisljenem) primery, Kako delujeta metodi A in B. Da ne bo
prevel 8tevilk, smo sestavili primer, v Katerem nastopata samo dve nominalni
spremenljivki. Ena ima tri Kategorije, ena pa dve Kategoriji. Doloc¢ili smo 20
vrednosti in jih binarizirali. Imamo torej primer, v Katerem je K=2, m=5 in
n=20.

Numerilni preizKus metode A in metode B smo naredili na racdunalniku VAX.

Uporabili smo programski jezik GENSTAT.
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Vhodni podatki so tile:

Binarne

Nominalni

spremen! jivke

spremen) jivki

Vs

\Z

V3

Va2

Vy o

U

Uy
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Matrika P

0.3500
0.0000
0.0000
0.2500
0.1000

Lastne

0.8598
0.5754
0.2927
0.2721
0.0000

0.4000

0.0000 0.2500

0.1500 0.1500 0.5500
0.2500 0.1000 0.0000

vrednosti matrike P

Sled(P) = 2

Normirani lastni vektorji matrike P

-0.
-0.
-0.
-0.
-0.

1

3995
4400
2280
6459
4216

2 3 4
~0.3028 0.7215 0.1678
0.4619 ~-0.4325 0.4539
~0.0469 -0.2295 -0.8326
-0.5298 -0.3152 0.0534
Q.6419 0.3747 -0.2642

Xomponente po metodi A

~1

-1

-1
-0

1

.0453
-0.
~-1.
-0.
-0.
-1.
.8615
. 0453
-0.
-0.
-1.
-0.
. 0453
.8615
-0.
-1.
-0.
-0.
-0.
-1.

8739
0453
6496
8210
0858

6496
8615
0858
8739

8615
0453
8739
8210
8615
0858

2 3 4
-0.8326 0.4064 0.2212
-0.5767 -0.5446 -0.7792
-0.8326 0. 4064 0.2212

0.5950 0.1452 -1.0968
0.3391 1.0962 ~0.0964
-0.0679 —~0.7477 0.5073
1.1038 ~-0.0578 0.1897
-0.8326 0.4064 0.2212
0.5950 0.1452 ~-1.0968
1.1038 -0.0578 0.1897
-0.0679 -0.7477 0.5073
-0.5767 ~0.5446 -0.7792
-0.8326 0.4064 0.2212
1.1038 -0.0578 0.1897
1.1038 -0.0578 0.1897
-0.8326 0.4064 0.2212
~0.5767 -0.5446 -0.7792
0.3391 1.0962 -0.0964
1.1038 -0.0578 0.1897
-0.0679 =0.7477 0.5073

0.4500

-0.4472
=0.4472
—0.4472
0.4472
0.4472



Korelacijska matrika R

1.0000
-0.5991 1.0000
~0.4237 -0.4714 1.0000

0.2423 -0.2872 0.0580 ° 1.0000
-0.2423 0.2872 -0.0580 -1.0000

Lastne vrednosti matrike R

2.375
1.397
1.228
0.000
0.000

Sled(R) =5

Normirani lastni vektorji matrike R

1 2 3 4
-0.3665 0.5129 -0.5053 0.5893
0.4308 0.2311 0.6281 0.6053
-0.0838 ~0.8264 -0.1541 0.5350
~-0.58014 -0.0165 0. 4040 0.0000
0.5804 0.0165 -0. 4040 0.0000

Komponente po metodi B

1 2 3
-1.2020 0.8104 —0.3444
-0.8290 -1.7144 0.2904
-1.2020 0.810% —0. 3444

0. 6844 -1.6582 -1.1750
0.3114 0.8663 -1.8098
-0.1327 0.2995 1.7685
1.3807 0.3556 0.3030
-1.2020 0.8101 ~0. 3444
0. 6844 -1.6582 -1.1750
1.3807 0.3556 0.3030
-0.1327 0.2995 1.7685
-0.8290 ~1.7144 0.2904
-1.2020 0.8101 ~0. 3444
1.3807 0.3556 0.3030
1.3807 0.3556 0.3030
-1.2020 0.8101 ~0.3444
-0.8290 -1.7144 0.2904
0.3114 0.8663 -1.8098
1.3807 0.3556 0.3030
-0.1327 0.2995 1.7685
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1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
-0.7071
-0.70714



Korelacije med Stirimi Komponentami po metodi A in tremi Komponentami po meto-

di B o

Al 1.000

A2 0.592 1.000

A3 0.223 -0.003 1.000

A4 -0.767 0.009 0.004 1.000

Bi 0.582 1.000 -0.028 0.015 1.000

B2 -0.572 0.007 0.4714 0.884 0.000 1.000

B3 -0.578 -0.025 -0.882 0.467 0.000 0.000 1.000
Al A2 A3 A4 Bi B2 B3

S. PRIMERJALNA EVALVACIJA METOD A IN B

Po teoreticni obravnavi in numeritnem preizKusu ene in druge metode lah-
Ko ugotovimo (vsaj) tole:

1. Komponente, ki jih dobimo po metodi A, so definirane v metriki, ki jo
dolotajo hKratne relativne frekvence. Komponente, ki jih dobimo po metodi B, so

def inirane v metriki, Ki jo dolocajo pogojne relativne frekvence.

2. Komponente, ki nam jih da metoda B, so nekorelirane; so »prave« glavne ‘
komponente. To ne velja za Komponente, Ki jih dolo¢imo po metodi A.

3. Metoda B je za eno Komponento bolj parsimonina kKot metoda A.

4. V prikazanem numericnem primeru je za metodo A ofitno naslednje: prva
komponenta je preseZek, ki samo moti, vendar nimamo analitifnega sodila za to,
da bi jo izlo¢ili ali kKorigirali. Ker so spremenljivke AT med seboj Korelira-
ne, Je morda 8e najbolje, da na njih naredimo Komponentno analizo in na ta na-
¢in izloCimo, Kar Jje v njih odvec.

5. Da pa se pokazati, da pri poljubnem S$tevilu nominalnih spremenl]jivk
velja tole: Ce so0 vrednosti vsake nominalne spremenljivke enakomerno porazde-
ljene, je mogole analiti¢no doloCiti najvetjo lastno vrednost matrike P in iz-

lo¢iti prvo Komponento.
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