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ENODOBN! PLANSK! RACUN
ZA VELIKOST. IN SESTAVO POPULACIJE

ReSujemo takle problem: Vemo, Kkak&na je sestava populacije na zacCetku in
Kkak8na naj bo na koncu planske dobe. VprasSujemo, kolik$ne morajo biti relativ-
ne prehodne frekvence in Kolik8ni morajo biti eksterni dotoki v posamezne dele
populacije, da bo populacija evolvirala v ciljno sestavo.

planiranje, linearno programiranje, transportni problem

CONTROLLING THE SIZE AND THE COMPOSITION OF A POPULATION

It is shown how to determine the recruitment and the transition rates to
attain a required size and composition of the population.

manpower planning, linear programming, transportation problem

1. uvoo

Denimo, da analiziramo, Kako se  spreminja velikost in sestava dane popu-
lacije, recimo agregat oseb, Ki so zaposlene v kKakem podjetju. Na Casovnem ho-
rizontu dolotimc eKvidistantne tocke ty, tgth,te:2h, ... ; retemo jim snventurne
casovne totke. Brez 8kode za splosnost lahko postavimo t=0 in h=1{. Potem so
inventurne ¢asovne tocke 0,%1,%2,... Naj bo t ena izmed njih. Casovni interval
(t,t+1) imenujemo doba t. V inventurni Casovni tolki t ima analizirana popula-
cija »vrednost« S(t) — to je mnolica oseb, ki v ¢asovni tolki t sestavljajo
analizirano populacijo. Pravimo, da je S(t) stok v inventurni Casovni tolki t.
Razdelimo ga na paroma disjunktne razrede A;(t):

Aj(t) U A(Y) U ... U Ag(t) = S(t)
Ai(t)NAt) =9 (ih,i=t12,...,m; i=])

Za osebo, Ki je v razredu A;(t), relemo tudi, da je v inventurni Casovni toc¢ki
t v stanju Aj. Stok S(t) popisemo z vektorjem

yi(t)
v2(t)

Y(t) =
Ya(t)
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Komponente vektorja y(t) so naravna 3tevila: 2tevilo y;(t) pove, koliko oseb iz

stoka S(t) je v stanju A;. Sestavo stoka na koncu dobe t lahko dobimo po for-
muli

Y(t+1) = P(1)y(t) + x(t) (1)
Pri tem je P(t)={Pj(t)) prehodna matrika za dobo t: P;(t) je relativna pre-
hodna frekvenca iz stanja A; v stanje A; v dobi t (i,j=1,2,...,m). Vektor

%y ()
% (t)

x(t) = ‘
*q(t)

popisuje eKsterni dotok v stok S(t) v dobi t, ali drugate povedano, vektor x(t)

popisuje sestavo kohorte
C(t) = S(t+1) — S(t)

se pravi, x;(t) Je Stevilo oseb iz kohorte €(t), Ki so v stanju A;.
2. PROBLEM

Vzemimo, da imamo takole situacijo: Vemo, Kak3na je sestava stoka na za-
¢etku in kak8na na/ bo na koncu dobe t. Poleg tega poznamo vektor

Po ()
Pga(t)
(L) = .

Poa(t)

To Je vektor, Ki popisuje odtok iz stoka S(t): relativna frekvenca Py (t) pove,
kolik8en del oseb, ki so na zaCetku dobe t v stanju A;, preide v dobi t v eks-
terno stanje. Vprasujemo, Koliksne morajo biti relativne prehodne frekvence in
kolikéni morajo biti eksterni dotoki v posamezne razrede, da bo

y(t+h) =b (2)

ko je
p(t)y=p in y(t)=a

Pravimo, da je to enodobni planski problem.
Zahteva (2) med drugim pomeni, da mora biti na Koncu planske dobe veli-
kost stoka enaka (b,e). 1z formule (1) sledi, da mora biti zato
(x,e) = (b,e)~ (a,Ple) 3)
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Pri tem je ( , ) oznaka za skalarni produkt dveh vektorjev in e oznaka za vek-
tor enic. Ker imamo samo en vhodni vektor in samo eno prehodno matriko, name-
sto x(t) piSemoc kar x in namesto P(t) kar P. Zaznamujmo

(b,e)

(@, e) =0 in 8—1 =4

Razume se, da je 6 >0 in zato &> -1. S Kratkim racunom dobimo iz (3) relacijo

(x,e) = 3(a,e) +(a,(1-Pe) 4)
Ke!
rle a-pHe=9p (5)
lahko izrazimo relacijo (4) tudi takole

(x,8) = (a,de+p)

Vpeljimo vektor

1]
Q
€=
€a
To naj bo vektor, ki ustreza enalbi
(x,8)g = x
kar pomeni, da je
(€,e) =1 (6)

Za velikost eksternega dotoka v i-ti razred potemtakem velja

£i(x,e) = (a,g;[de+p)) M
Vpeljimo 8e vektorja
ay by
oy b, ,
a= = *
g by

Prvi naj ustreza enatbi
(a,e)a= a

drugi naj ustreza enatbi
(b,e)o=0»b

tako da je
(ax,e) =1 in (b,e) =1

SKkratka, Kkomponente veKtorjev a in ® so relativna Stevila — dele2i: a; je de-
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le2 i-tega razreda v celotnem stoku na zaCetku planske dobe; ©; Jje predpisani
dele? i-tega razreda v celotnem stoku na koncu planske dobe. Ce v (1) vstavimo
vektorja a@ in © in upoStevamo (7), dobimo takle sistem enaclb:

a
ﬁ[?u*ﬁi(é‘ff’m)_]dj_:ebi (i=1,2...»,m) , (8),

Torej: Da redimo enodoben planski problem, moramo dolo¢iti nenegativne vredno-
sti Pij in g;, Ki ustrezajo enatbam (8) in hKrati zadostijo zahtevam (5) in (6).

3. RESITEV PROBLEMA

Enodobni planski problem lahko prevedemo v transportni problem iz teori-
Je linearnega programiranja. Gre za transportni problem z m+ { oddajnim mestom
in 2z m sprejemnimi mesti. Definirajmo:

Aj = (1 =Py gy (i=1,2,...,m)
Agyy =S ¢ ’};_.“i ng &
V jeziku transportnega problema so to zaloge oddajnih mest. Nadaije naj bo
B; = 89 (i=1,2,...,m)

To pa so — refeno v jeziku transportnega problema ~ zahteve sprejemnih mest.
Velikost pretoka iz j-tega oddajnega mesta v i-to (i=1,2,...,m) sprejemno me-

sto Je
Pijaj za j=1,2,...,m
Zij={ (9)

CiAgyy 22 j=mHl
Enatbe (8) preidejo zdaj v enatlbe

a+
.rizij=8i (i=1,2,...,m) (10)
3=

Zahtevo (5) prevedemo v enatbe

. N

ﬁzi,:/\j (i=12,...,m) (11)
zahtevo (6), ki ji morajo zadostiti vred;lostl € Ppa prevedemo v enacbo

]
i};-'izi,m = Asy . (2)
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Tako) se vidi, da je
aH ]
Aj = X8
i=t i=f
To pomeni, da je v sistemu enatb (10), (11) in (12) ena enaltba odved. Zato lah-
Ko eno izpustimo, recimo enatbo (12). Enatbe (10) in (11) pa zapiSimo v matrié-

ni obliki. S tem namenom najprej vpeljimo matriko

[+ 1 ... t 1 00 ... 0 0 . oo 0 0]

00 00 1 1 11 ... oo

00 00 0 00 ... 1 1 .o 1 1| stamtia
A=y . 0010 ... 00 10 ...00

0 1 o 0 ... 00 ... 0t ... 00

Loo...1ooo...1o...oo...1o

(m+1) -t stalpec

Stevilo vrstic v matriki A je enako 2m, Stevilo stolpcev pa je enako mx(m+1).
Za matriéni zapis enatb (9) in (10) potrebujemo 2e veKktorja

[z ]
%y,
. [ 8 ]
Zl,lﬂ B!
2y
L, :
. 8,
z= ) b=
Zp a4 M
. N
Zas :
Za? -
| Z-:m i
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Zapisane v matri¢ni obliki se enathe (10) in (11) glasijo

Az =b (13)
Treba Jje torej dololiti vektorje

220 (14)
ki zado8¢ajo ena¢bi (13). Vsak vektor, Ki ustreza enatbi (13) in pogojem nene-
gativnosti (i4), vsebuje mo2no reditev enodobnega planskega problema: po formu-
11 (9) se iz koordinat vektorja z izratuna, Kol ikine morajo biti relativne pre-

hodne frekvence in Kolik3ni morajo biti eksterni dotoki v posamezne razrede.
Znano je (prim.: Kurepa, 1967; Vadnal, 1972), da je mno%ica moZnih resitev
sistema linearnih neenal¢b Konveksna in zaprta. V vecini praktiénih primerov je

Konveksni polieder, kar pomeni, da je omejena in da ima Konéno 3tevilo ekstrem-
nih to¢k. Mno%ica

P=(z; Az=b in 220}

Je torej konveksna in zaprta. Vzemimo, da je to konveksni polieder. V Konveks-
nem poliedru je vsaka tofKa Konveksna Kombinacija poliedrovih ekstremnih toék.
Ekstremna to¢ka poliedra (P je osnovna reSitev enatbe (13) pri pogoju (14). Po-
lieder P je potemtakem Konveksna lupina nenegativnih osnovnih reditev enacbe
(13). Zato je dovolj, da se doloti osnovne re8itve planskega problema.

Planski problem se lahko formulira tudi Kot problem optimalnosti. V ta-
Kem primeru se definira nek smiselen linearen funkcional

F(2) .Eié' Z
2) = ¥iiZi:
i=t j=t i

ki ga imenujemo preferenéni kriterij. Koeficienti Yij 80 preferentne ute?i. Cim
bolj »zaZ2eljen« je dani pretok, tem veljo preferenéno utez se mu pripise. Treba
Je ugotoviti, na Katerih z-~jih iz mno%ice P ima preferenéni kriterij maksimal-
no vrednost. Denimo, da je

sup F(z) = ¥(zp)

z€EP
Potem je v vektorju z; optimalna reSitev enodobnega planskega problema. Po me-
todi simpleksov se najde optimalno reSitev ali pa se ugotovi, da je P neameje-
na mnoZ2ica in da optimaina resitev planskega problema ne ekstira.

4. LITERATURA

Grinold, R.C. in Stanford, R.E. (1976). »Optimal control of a graded manpower
system .« Management Sci. B, 20.

Kurepa, S. (1967). Konacno dimenzionalni vektorski prostori i primjene. Zagreb:
123



Tehnicka knjiga.

Vadnal, A. (1972). Linearno programiranje: Teorija i upotreba u privredi. Za-
greb: Informator,

Vajda S. (1977). »Maintainability and preservation of a graded population stru-
cture.« Management Sci.

124



	page 1
	page 2
	page 3
	page 4
	page 5
	page 6
	page 7

